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Es sei eine binäre Form vorgelegt: 
b= c,2 + (I) aa” Iyt..-+c,y®. 
Wenden wir auf sie die Transformationen 
Al =7%YPp, 
Rub= — tg, 
Ruf lan ag) 


an, so werden die Koeffizienten durch 


\ 0 
af=2v6-ı . 
In Din-» C,+1 a ? 


%) 
. 2») en 


transformiert. |C,f,0,f,C,f| ist eine einfache projektive G, in einem 


Raume, dessen Punkte durch die homogenen Koordinaten &, &, - - -, €, 
bestimmt sind. 

Diese Gruppen sind deshalb von Wichtigkeit, weil sich aus ihnen 
nach einem Satze von E. Study (s. Lie-Engel, Theorie der Trans- 
formationsgruppen III, Seite 785) alle einfachen projektiven G, aufbauen 
lassen. 

Im fünfdimensionalen Raume gibt es auf Grund dieses Satzes nur 
folgende Typen von einfachen projektiven G;: 


LoPı + 2% 92 + 3%P; + #23P; 
(1) AP + 3%3Pı + 243P2 + ZuPs) 
4x,P, + 2% Pı — 225 P; — 42, P,: 
LPı + 2&Pe + 305, 
(2) 32,9, + 2% Pı + %3 Ps 
3X Po + LıPı — Peg — 315 Py- 


%Pı + 28,5, 
Pt RP; 
2%P0 — 2%aP3 - 


(3) 


%Po — KıPı: 

(2, Pı + 22,9, + 3259,) + %uB5, 

(B2Po + 2% Pı + %3P2) + % Pr, 

(3XPo + %Pı — Re Pa — 3% P;) + (&uPı — %P5)- 
(&Pı + 209) + @Pı + 22,95), 

229 + BP) + up + %P); 

(22,00 — 28295) + (2% 9; — 2%, P,). 

(D0Pı + 2%ıP3) + % Pr; 

(22,9, + %Pı) + YuPs), 

(2% Po — 2%g Pa) + (395 — FuPı)- 


| X 4% 
| 
| 


F 

F 
ws 

| 
“ 


& Pot % Pr, 

(PP) + Pr — %P3)- 

%oPı T X P3 + %P;, 

Po T X3 Pe + I, Dr; 

(Po — Pr) Ft (Pe — %3P5) + (Pr — % D5) 
LP + 2%P: + 3%, + 42, Pp, + 9%; , 

Po + 445Pı + 3039 + 2%, P; + % Pr, 

IXpPo + 3 Pı T XaPe — %yPg — 9449, — 94,5: 


Formulierung unseres Problems. 


Wir wollen alle projektiven Gruppen des fünfdimensionalen Raumes 
(R,) finden, die weder einen Punkt, noch eine Gerade, noch eine 2-, 3- 
oder 4-dimensionale ebene Mannigfaltigkeit invariant lassen. Wir sagen 
kurz: Wir suchen die projektiven Gruppen des R,, die nichts 
Ebenes invariant lassen. 

Diese Gruppen sind nichtintegrabel. Denn eine integrable projek- 
tive Gruppe läßt immer etwas Ebenes invarıant. Das ist ein bekannter 
Satz von Lie. Herr Prof. Engel hat aber bewiesen, daß jede nicht- 
integrable projektive Gruppe eine einfache dreigliedrige Gruppe als Unter- 
gruppe enthält. Wir finden daher die gesuchten Gruppen, wenn wir 


3 — 


fragen, in welchen größeren projektiven Gruppen die oben angegebenen 
zehn G, enthalten sind. Dabei wollen wir aber nur solche Gruppen 
haben, die nichts Ebenes in Ruhe lassen. Wir werden also die @G, der 
Reihe nach untersuchen. Die letzte von ihnen brauchen wir aber nicht 
zu behandeln. Nach einem allgemeinen Satze von Herrn Prof. Kowalewski 
wissen wir nämlich, daß sie außer in der allgemeinen projektiven Gruppe 
nur noch in einer projektiven @,, enthalten ist, die ein Nullsystem in- 
variant läßt.- Wir haben also nur neun Fälle zu erledigen. Bei der Be- 
handlung dieser benutzen wir eine in einem besonderen Falle schon von 
Sophus Lie angewandte und von Prof. Kowalewski wesentlich erweiterte 
Methode, die man als die „@ewichtsmethode“ bezeichnen kann. Sie wird 
hier als bekannt vorausgesetzt (vgl. über sie eine Arbeit von Prof. 
Kowalewski, Leipziger Berichte, 1902, S. 372). 


Erster Fall. 


Wir suchen die umfassenden projektiven Gruppen von 


2 | LoPı + 2% Pa + 30993 + 4%, 2, , 
1l. 2 00,7 3 F 24 FD, 
1 | 2%Po + FıPı — 83 — 28, Pr: 


5 
Dazu nehmen wir noch die Identität > x%,P,. Die Transformation 
=0 


III führt zu folgender Gewichtstabelle 


a RN Ann: 
x |+2|+:| 0 SR 
» |-2|-ı) o | +1) +2|o 
Danach haben I, II und III bzw. die Gewichte + 1, — 1, 0, was wir 
durch die Bezeichnung 


aeg EN 


andeuten wollen. 

Das Maximalgewicht der umfassenden projektiven Gruppe kann hier 
höchstens 4 sein (denn das höchste Gewicht der x ist +2, das der » 
ebenfalls + 2). | 


1. Das Maximalgewicht der umfassenden projektiven Gruppe ist 4. 
Die einzige Transformation vom Gewicht 4 ist: 


*) [n] bedeutet: „Diese Transformation hat das Gewicht n“. 


ee 


Kombinieren wir sie viermal mit X_,f, so erhalten wir solche vom 
Gewicht 3, 2, 1, 0, nämlich 


40, P — % Ps [0% 

685 Pı — #219; + Lo Ps [2], 

4,9, — 6% 9; + 42,9, — &Pı [1], 
DoPo — 42191 + 64089, — 42, P, + %P, [0]. 


Die Transformation [0] können wir zu einer neuen Gewichtsbelegung 
benutzen. Die Tabelle lautet: 


ER are 
” er —4/|+6| —4ı | +41| 0 
MIR ES U ON SB ER TR 


Auf Grund dieser neuen Gewichte zerfällt [3] in die beiden Be- 
standteile 


UP > Lo P3 , 
[2] 12,5 U, P3 5 XoP2 ; 
[1 ine pr, L,P3 5 X P2 5 LP - 


Auch X, und X_, zerfallen, und zwar X, in dieselben Bestandteile 
wie [1], X, in ©,90, %P1, %3Pg, XuPs- 

Es kommen also in unserer Gruppe vor die unterstrichenen Trans- 
formationen des folgenden Schemas: | 


ü x Po X Po X; Po X Po 
Lo Pı h Xp Pı X Pı XP, 
%o Pa X Ps z X3 Ps Xu Ps 
EN Am er R T4Ps 
ro. Du.) Ra Das Be Peynn a% ’ 


und, wie sich durch Klammeroperation ergibt, 


2% Pı 7% Po» 
Ua Pa — XoPo> 
I; P; — X Po > 
LPs — %oPo- 
Aber auch die nicht unterstrichenen Transformationen des Schemas er- 
geben sich durch die Klammeroperation. Z. B. ist 
XP, = (Xu P5, %5P3)- 


Diese 24 Transformationen lassen aber noch etwas Ebenes invariant, 
nämlich den Punkt 


ta nd 
(0, 0, 0, 0, Ö, 1) 


und die Ebene 
BUN 
Da dies nicht sein soll, so muß es in der umfassenden Gruppe eine 
Transformation geben, bei der es nicht der Fall ist. Diese hat — nach- 
dem wir alle Glieder entfernt haben, die sich aus obigen 24 Trans- 
formationen linear ableiten lassen — die Form 


4 4 
W= 2 2a,p, + 2, ©, + EC (Ps — Ep Po): 
0 0 


Da der Punkt =, =, =%=%,=0 nicht invariant bleiben 
soll, dürfen nicht alle « verschwinden, andererseits auch nicht alle b, 
denn sonst bliebe die Ebene x,= 0 invariant. Beachten wir, dab 
%,P, —- %Po (v=1,2, 3,4) in unserer Gruppe vorkommt, also auch 


4 
a \ Sa ; 3 
>" g,(@, P,— % Po), Wo die g, beliebige Zahlen sind, so sehen wir, 
v=1 
daß wir 
od, ka, Dg, Dur dp 


die Gewichte — (, +9 +93 + 94), I Is, 93, 94, 0 zuschreiben können, 
wobei die g ganz beliebig sind. Setzen wir z. B. 


A=1, %=2, I9=5, A=#; 
so lauten die Gewichte 
BuanL.ı2, 3.4, 80: 


Sie sind alle verschieden. Die einzelnen Glieder von W haben jetzt 
lauter verschiedene Gewichte Es gibt also in der Gruppe eine Trans- 


formation 
%,p, und eine %,93- 


Dabei sind u und v Zahlen aus der Reihe O0, 1, 2,3, 4 Ist 4 eine 
von v (bzw. u) verschiedene Zahl aus dieser Reihe, so hat man 

(%.P,, %,2,) = % Pr» 

(©, P5, %, Du) er Da 


In der Gruppe kommen also vor: 


LPs, HıPs, WP5, FP;, Ps; 


Por YPı, Pa, Ps, Pr) 
also auch 
I; P5 — XoPo (= (25 Py, %oP3))- 


Wir finden also die 35-gliedrige allgemeine projektive 
Gruppe des A,. 


FE 


NT 
2. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 3. 


Aus der Gewichtstabelle (Seite 3) ersieht man, daß die allgemeinste 
Transformation vom Gewicht 3 so lautet: 


AP; + bayPı [3]- 


Zur Bestimmung der Konstanten «a und b kombinieren wir mit X, und 
erhalten so eine Transformation vom Gewicht 4, die nicht vorkommen 
darf. Daraus folgt eine Relation für die a, b: 


San (axyp; + ba,p,, Xıf) = (da — b)up, = [4], 
EN b=4a. 
Es gibt also nur eine Transformation vom Gewicht 3. »Sie lautet 
%P; + 42, Ps [3]: 
Durch sukzessive Kombination mit X_, findet man 
6% px — &oPs [2], 
ILoPı — 48P2 — 68 P; + 1223 P, 11], 
— XPp + 2% Pı — 243P,; + XP 101. 


Letztere liefert die Gewichtstabelle: 


DE Ei 2.7 VEN 
a N 0 2.1 
EN EIEIEBEUL. 
Jetzt zerfällt X, und |1] in = 


XP + 4%: 2%; + 3%, Ps, 
A ans Aup, 0 IX Pı + 2%, 95: 


Bilden wir noch aus allen bekannten Transformationen die Klammer- 
ausdrücke, so haben wir im ganzen 


XLoPo — X4uPs > %Pı 7 X3P5 3 
Ko + 3% Pı, 4X, Po + XuPs; 
UPg — 6%, Pr, 62, — UP; 
%Ps + #2, Pı, 4, m + MP, 
22,9 + 94, Ps, 32,91 + 2%, P2- 


Bei dieser zehngliedrisen Gruppe bleiben der Punkt =. =, =, 
—=ir,=0 und die Ebene x, = OÖ invariant, in dieser Ebene außerdem die 
Mannigfaltigkeit zweiten Grades 


a ZN 


rn le or 


In der umfassenden Gruppe muß also eine Transformation 


0..4 4 4 
D=Da,,2,0, +9, > a, A % > b,P, 
u, v 0 0 


existieren*®), in welcher nicht alle a,, und eine, in der nicht alle b, ver- 
schwinden. In der Gruppe kommen nun vor 


Pe 7 Up, und %9—- 4sPs, 
also auch 


AU Po — %uPı) + ulRıPı — 2393). 
Wir haben dann für 
ou u a Gb U % 
die Gewichte 
AWO u N—ANV. 


Die Gewichte von: 


yl) XoPı Xp Pa Ny X%o Ps 
%, Po % Pı % Ps % Ps % Pı 
X Po X, Pı Xg Pa %g Ps Xp Pı 
%; Po %z3 Pı %3 Pa U; Pz X; Ps 
%4Po %uPı X%4 Pa Xu P3 X%4 Pa 
sind folgende: 
0 A—u A A+u 24 
w—4A 0 u 2u w+A 
—4A — u 0 u A 
ur — 2u — u 0 ) 
— 24 —iA— u —4 —i+u 0) 


Von T hat also der Bestandteil 


Al&yPs + Da%Pı + AgoXoPa + Ug%gP, das Gewicht A, 


AP, + 650595 + AgılıPz + Ayo%aP; „ „ U, 
4 
A,%,P; == D,2;,P; Tr 3 "&,,&,P, „ „ 0, 
0 
A;252, + 5, %Pı + AualaPı + %sF3P3 „ „» — 4, 
AED + do%sPo + %a Ka Po FT WMalıPa » D ehr 


und diese kommen daher selbständig in der Gruppe vor. Wären 


5 
*) x, p, ist vermöge Et, p, entfernt. 
0 


WERUR N 1 Liv 


Ay, @y - -, Q, Immer gleich Null, so bliebe x, = 0 invariant. Kombiniert 
man die zweite, dritte, vierte der obigen Transformationen bezüglich mit 
LP + 483Pı5 LoPps — 609,5 XP + 42,94, 
die fünfte zuerst mit 2,92; + 4x,p, und dann das Resultat mit 

XP, + 4%,P,, so kommt eine von der Form 
Ag&yPs + D4%5Py + AgoXo Pa + 4X, , 


nur daß a, durch qa,, Q,, d,, a, ersetzt ist. Wir dürfen also annehmen: 
d,=+0. Dann aber erkennt man durch Kombinieren mit 


42,Dd + MP, 6: —- UP, 4m + UP, 
+0, % +0, +0 


angenommen werden darf. 


Mit Hilfe der bekannten Transformationen können wir noch die 


Glieder mit 2,95, &P3, %oPo, Pi, KePı, XP, herausschaffen, so daß wir 
haben 


daß auch 


LPs + 64% Pı + AuolaPı 
% Ps + 03%, Pz + Ayg%gP5 ; 


4 
LP; 17 b,%; Ps Na ao 


XP + 6,859, + g3%5 Pr , 
2,9, + dg%5Pg + AgıXıP5 - 


Die letzte entsteht durch Kombinieren der vorletzten mit 4,9, + 2,P3- 
Kombiniert man 


XP; + 94% Pı + A 0oP, 


mit 
LoPg — 689, , 
so kommt 
Ay KoPı Ess 
also 
de Ur 


Kombiniert man nun 
XP; + 5,2% 9; 


mit 42,99 + XuPs, 62390 — %ıPa, 4%3P, + %pı, so kommt 
42, P; — b,%,P5, 
62595; + 04% Ps » 
405 p, — b,0,P, 

Die letzte, mit 42,9, + &,p; kombiniert, liefert 


XP; + 048599: 


NEN N 


Wäre b,= 0, so bliebe bei den bisherigen Transformationen 

7 N) 
invarlant. Es muß also noch eine Transformation geben, die mit 2,P,, 
LPs, KoP5, %sP5, %ıPp, vereinfacht, so lautet: 


0--4 2 
Yal  Da,,2,P, ar 13 > B,D,, 
0 


u,v 
wobei die ß nicht alle verschwinden. Durch Kombinieren mit 
Xp, + 403p, oder 2,93 — 6a,p, oder 2,9; + 4x,P, 
kann man bewirken, daß an die Stelle von ß, 
Ba soder 9, ‚oder 9, 


tritt. Kombiniert man zunächst mit x,p, + 42,p,, so tritt ß, an die 
Stelle von ß,. Kombiniert man dann mit x,p; + 4x, p,, so steht schließlich 
ß, an der Stelle von ß,. Da die ß nicht alle Null sind, so können wir 
also annehmen ß, +0. Dann ergibt sich aber, wenn man 7’ mit x,P; 
kombiniert, eine Transformation mit dem Gliede x,9,. Das ist aus- 
geschlossen, da das Maximalgewicht < 4 ist. 

Wir müssen also annehmen 


0,0 
und können, indem wir ein passendes Aw, als neues x, benutzen, db, =1 
machen. Dann haben wir im ganzen 15 Transformationen 
%Po — KaPı %Pı — %sP; 
LP, + #25 P, 42,Po + XP; 
LP; — 62,9, 62,9 — X Ps 
DD; + 4% P, 42,9, + %uPpı 
22Pg + 902; 30m + 2%zP; 
XP; t % Pr 
42,95 — %P3 
62P5 + %s Ps 
4051, — %Pı 
U4Ds 85 Dp 


Sie bilden die 15-gliedrige projektive Gruppe der Mannig- 
faltigkeit zweiten Grades 


2(2%4 — 4% 8%, + 305°) — 0 —=0. 


3. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 2. 


Das Gewicht 2 haben die Transformationen 


XoPa, Ps,» FıPz3, FPı, Pr 


Me. 
also lautet die allgemeinste Transformation vom Gewicht 2 so: 
IT, = AX%,Pa + Dr; + Cr, + Du p, + Ex Pr: 
Die Kombination mit X, liefert: C=34A, D=6A, demnach hat T, 


folgende Form 
T, = a(89Pg + 3% P; + 6%3P,) + 6% Ps + CR P4- 
Durch wiederholte Kombination mit X_, findet man 
— ad Pı + 2% Pg — 3439; — 122,P,) + 462,95 — 6%5P5 1], 
(62,90 — 34 Pı — 60,9, — 32,9; + 62,9,) + 6689, + c9;9 [0]. 
Kombinieren wir 7, mit [1], so kommt 


(12a? — be) (&,P; + 42,24) [3], 


also 
120° —be=d. 
Wir unterscheiden nun drei Fälle: 
«) a0, Bert: 
ß) RS An ER RL 
Y) a0, DEU) Led 


Im Falle « haben wir %,P;, %P5, %p, und finden durch weiteres Kom- 
binieren mit X_, auch 2,P;, &P;. Diese lassen aber alle noch den 
Punkt 


Hehe ud 


in Ruhe. Die allgemeinste Transformation, die dies nicht tut, lautet 
nach geeigneter Vereinfachung: 


0.4 
W= Da... u %,(0,Dy ar 5 Ir a4P,); 
Fa 

worin die a,(j—=0,..., 4) nicht alle verschwinden. 

Durch wiederholtes Kombinieren mit X, können wir erreichen, dab 
Ag, üg, A, a, der Reihe nach an die Stelle von a, treten. Wir können 
also annehmen: a,-+-0. Hinsichtlich der durch X, gegebenen Gewichts- 
belegung sind mit %,p, isobar 


LoPay, FKıPa3, HoPı 


(und 2,P,, das selbständig vorkommt). 
Demnach hat W, wenn wir nur die Glieder vom Gewicht 2 beachten, 
die Form 
UP tr &XpPa + PX Ps + YRaPr- 
Sie hat das Maximalgewicht, muß also die Bedingung 


12a? = bc 


— 1 — 


erfüllen. Hier ist c=1, b=0, also müssen die übrigen Glieder die 
Form 
&(@oPy + 38, P; + 6%, 91) 
haben. Ferner muß 
2Be—0zl 


sein, also « verschwinden. Demnach lautet W direkt 


BR X, P4- 
Dies liefert, zu &,p, addiert, 
VP5; + % Pr: 
Hierbei st b=1, c=1, aber «=, also ein Widerspruch, da 
120? = bc 


sein muß. 


Hier haben wir 
XPı, #%sP3, %sPy 
und finden vermöge X_, auch 


%Pı, %5Po- 
Diese Transformationen und X, X_, X, lassen die Ebene 2,=0 in- 
variant. Es muß also eine Transformation geben, die das nicht tut. Eine 
solche lautet nach Vereinfachung mit 


un de0,..., 


0:-4 4 
— 
W=Da,,2,D, Mr > P,X, , 
uv 0 


und darin dürfen nicht alle $ verschwinden. Durch (eventuell wieder- 
holtes) Kombinieren mit X, können wir bewirken, daß ß,, Ps, ß; oder ß, 
an die Stelle von ß, tritt. Wir nehmen also an: ß,=+0. Schreiben wir 
nur die Glieder, die mit x,p, isobar sind, so kommt 

Me W=xp, + ap +ßuPp typ, 12]: 
Hier ist 

=) belt dh) 

Wegen 124?=bc muß also « verschwinden. Da W die Form einer 
Transformation vom Maximalgewicht haben muß, ist auch 


B=yr=Vd, 


W=%p;. 


also 


Das ist aber der Fall «. Es bleibt uns daher nur noch zu untersuchen 


y) a+0, 5b+0, c-+0. 


Setzt man b=]1, so wird 


120 = c. 


Sy AD 
Nun führen wir neue Koordinaten ein: 
Bi Ar EN 
U, = &5 


und wählen die A, so, dab 


wird, dann behalten X,, X,, X_, ihre Form. Setzen wir A,—1, so er- 
gibt sich 


Wir haben also 


! id 
I —=14;5, Ps =P5, 

4 ’ 
Lo = %0, po =Po; 

Ist ‚ 
en pı =Ap, 
A 1 ! 2 [4 
N = 75%, pa = A’pa, 

1 2 5 [4 
= 15%, Ps = A’p3, 

1 4 4 1£ 
MM) Pı = AM. 


T, nımmt dann die Form an: 
ala? xopa + 3A’aıps + 64’23Pp4) + %op5 + A X5Pı 
oder, wenn wir die Indizes weglassen und c = 12a? beachten: 
aA: (EyPg + 324 P3 + 6% Pı) + %P5 + 1225 pa? it. 
Wir wählen A so, daß a4?=1 wird. Dann ergibt sich 
T,=%P + 32,93 + 6%9, + %P, + 12% 9, 
und durch Kombinieren mit X_, 
T, = — 3%,9, — 2%, + 3892; + 122,p, + 42,95 — 122,9, 
T, = 22,99 — #1 Pı — 2% Pg — RP; + 224Pı + 2%9; + 42,9; 
T_,=122,9 + 3%Pı — 2%, — 3240; + 4%3P, — 122,9, 
T,=% 9 + 3%, + 06%P9, + 2,9 + 122,90 - 
Diese fünf bilden mit den drei ursprünglichen: 
X, =%Pı + 2% + 329; + 405 P, 
i_,=4%D + 342Pı + 2%9: + 2ıPs 
= 2m TAP 00 200 


eine 8-gliedrige Gruppe, die nichts Ebenes invarıant läßt. 


Es fragt sich, ob diese G, vielleicht in einer größeren projektiven 
Gruppe steckt, die wir noch nicht gefunden haben. Wir können uns 
auf den Fall beschränken, daß das Maximalgewicht 2 ist. Gäbe es außer 
T, noch eine vom Gewicht 2, so könnte man eine von der Form 


6%, + 2,9, 
herstellen und man hätte den Fala=0,b=(0,c=1 oder a=0,b=1, 
c=0. Es gibt also nur eine vom Gewicht 2, nämlich 7,. Die all- 
gemeinste Transformation vom Gewicht 1 lautet (mit den bekannten 
vereinfacht): 


Axopı + Pxıp + 08,9 + Dayp;. 


Durch Kombinieren mit X, muß AT, herauskommen. Das ist nur der 
Fall fürA=B=-Ü0=D=-0. Es gibt also keine neue vom Gewicht 2 
oder 1. Ersetzt man 

Re er 
durch 
EN ENGER 


so bleibt G, ungeändert. Es verwandelt sich aber jedes Gewicht g in 
(— 9). Wir dürfen deshalb behaupten, daß auch keine neue Transformation 
vom Gewicht (— 2) oder (— 1) vorkommen kann. 

Die allgemeine a aaNnon vom Gewicht O vereinfachen wir durch 


die bekannten und >”, p, und schreiben sie so: 


V, = A,%Po + Aıtıpı + AsXaP: + AsX3P; + Das P2. 


Kombiniert man sie mit 7,, so muß AZ, herauskommen. Man findet, 
daß V, so aussehen muß 
o(&ıPı + 293). 


Wäre o+0, so würden unsere Transformationen vom Gewicht 1 zer- 
fallen, wenn man mit 
2,Pı T 8yP; 
eine Gewichtsbelesung macht. 
Unsere @, steckt also in keiner größeren projektiven Gruppe mit 
dem Maximalgewicht 2 


4. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 1. 
Die allgemeinste Transformation vom Gewicht 1 lautet: 
T, =a2,p, + 5%, 93 + E20; + AXgPz + eX;Ppı + 9%, P3.- 
Die Kombination mit X, ergibt 
be20. CV, dedave-4da, ge, 


und wir haben 


T, = %P, + 2% 93 + 3%P; + 42, P, 
T=X.: 


Es gibt also außer X, keine Transformation vom Gewicht 1. Ersetzt man 


oder 


Loy In Far Ay HK 
durch 
Ky Ay, Kr Hy Fo 


so erkennt man, daß auch X_, die einzige vom Gewicht (— 1) ist. Neue 
Transformationen können wir also höchstens vom Gewicht O0 erwarten. 


Die allgemeinste derselben lautet (mit X, und Dx,», vereinfacht) 
v 


Au My &Po + LP + My KgP: + AR P5 + d&yp, + 62, P. 
Kombiniert man sie mit X,, so muß AX, herauskommen, und man findet 


dan. 
=—-4, = —-31, =—21, = 4, bdb=ce—V. 
A, lautet also | 
A(40Pp + 32,Pı + 2039, + 2,93). 
Hierbei bliebe aber sowohl 


ed hu, —d, 
als auch 


invariant. Wir erhalten also keine Gruppe, wie wir-sie suchen. 


Zweiter Fall. 
Hier suchen wir die umfassenden projektiven Gruppen der G, 
Af=x,p, + 2%,9 + 532,9; , 
A ,f=30,00 + 2%Pı + 2sPs, 
Af=30Po + KıPı — Ua — 3%5P5- 
Dieses X,f erteilt die Gewichte: 


RR DEE A EN NEE 
re ZU SH RE I NEL. 0 0 
een ER NEE lan 


An Maximalgewichten kann es geben 6, 4, 3, 2. 


. m nme 
l. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 6. 
Vom Gewicht 6 ist nur 


Lo P3 [6]. 
Durch Kombinieren mit X_, kommt 
IX, P; — UoPs [4], 
LoPı + 38gP; — 9%, Ps [2]; 
Po — 3%, Pı + 34,Pg — PD; [0], 
3%, Po — 34gPı + X5Ps 72], 
32,9 — IzPı Be 
%; Po ImdR. 


Wir haben also im ganzen diese zehn Transformationen 


Lo P5 
3%, P, — KoPs 
VoPı + 995; XP; 
Po — X3P35 XıPı — %ePs 
VPg + 3% Po; XaPı 
32,9, — IzPı 


Diese lassen noch alle 


invariant. Demnach muß es in der umfassenden Gruppe eine Trans- 
formation geben, wo bei einem der 9), P1, Ps, P, etwas von 2,, &, steht. 
Stände es nicht bei p,, so könnten wir es durch Kombinieren mit x2,P; 
oder 32,93 — XP, oder &,P9, + 32,9, zu p, bringen. Auf Grund der zu 
Po — %sPs gehörigen Gewichte haben x,p,, %,P; das Gewicht 1. Außer 
ihnen noch folgende: 


LP, oPa, FoPı» FoPs, FıPa3, FaPs- 


In bezug auf 2,9, — %P, haben &,P;, %,9; das Gewicht 0. Von den 
obigen Transformationen haben nur 


LPs, FoPs 
das Gewicht O0. 


Wir dürfen daher behaupten, daß in der Gruppe eine Transformation 


T= (ia, + u8,)Ps + @&%,Pı + d&,P5 


vorkommt, bei welcher A, u=#0,0 ist. Wir können Ax, + uz, als neues 
x, einführen. Dann haben wir 


T=xp; + @&%Ppı + P%Ps- 


Jetzt bleibt noch 
N a RL) 


invarıant. Es muß also eine Transformation geben, in der x, mit einem 
der 9, p, multipliziert ist. Durch Kombinieren mit %,23, 3%,P3 — %yPs, 
XP, + 9%,P, oder 7 können wir bewirken, daß x, grade mit p, multi- 
pliziert ist. Da mit z,p, nur 


44P3 5 %oPı> FoPs 


isobar sind, und wir mit Hilfe von 7 das Glied x,p, fortschaffen können, 
erhalten wir 
T, = 23 + 0,89 + Pı%oPs- 


T und T, kann man noch fortgesetzt mit X_, oder 32,9, + 2,9, bzw. 
%,P, kombinieren. Dann erhält man 


T = 2,9 — 3ea,p, — SB&, Ps, 
TT — 2,p, + 3aa,p, + 3ß;P;, 
TI” — 2,99 — «239, — BP; , 
Tı = 2,9, — 30,89, — 3Pı%ı 5, 
T/ = 2,9, + 30,%P, + 3ßı%2 Ds, 
Tı — 1,9, — 239, — Pia P;- 
Ist W eine Transformation, die außer den bisherigen in der Gruppe 
vorkommt, so können wir sie mit diesen vereinfachen und so schreiben: 


3 Y 3 4,5 
W IS ALU am + (Zar) Di (Db.,)r DENN 
0, 0 


u,v 


Wir wenden jetzt eine lineare Transformation auf x,, &, an. Da- 
durch bekommen wir statt 7 und 7: 


XP; + «Rp + PR —=AT+uT, 
xp; + XP, + Bu —=oT+ oT,. 


Vergleicht man die Koeffizienten von p,, so ist 


“,— An, + ur, | le 2280 
vol ton, ol un kon. 
Setzt man diese Werte für p,, p, ein, so ergibt sich durch Ver- 
gleichung der Koeffizienten von %,P,, %oP; 
«—=Alda+uß) + ulke, + uß), 
P=Aoa+oß)+ulen, +0ß,), 
=ola+uß) + oe +uß), 
B=eß@e+tep)+olon, + op). 


—_- 1! — 


Es kommt nun auf die quadratische Form 


p(&, n) = 5lad + m) + nla5 + Pin) 
an. Nehmen wir an, daß sie ausgeartet ist, also 
(@, ” ß)’ nr 4ap, =, 
dann können wir 0:6 gleich der Doppelwurzel der Form setzen und 
erreichen, daß 


B, = V "und? u, + Bi 0 
wird. Denn es ist nicht nur = y(e, 6)—=0, sondern auch ar = 


0, also 5 j 
ak 


Wir haben also nach Fortlassung der Striche 


T=x%9 + e%Pı + BXP; ; 
T, = 2,9; — P%P;- 


Jetzt betrachten wır die Transformation W. Wenn in 


0--3 3 3 4,5 

> >: > > 
W=>a,6P, m 7%%0, 7 Ps OT CooKP; 

0 0, 0 


MV 0 
die a, und die b, nicht alle 0 sind, so kann man durch Kombinieren mit 
%Pı + 3%,P, oder 32,93 — %,P, oder &,P, erreichen, daß 


B A, #0, 0 
wird. Wir wissen, daß mit 


LoP4, FoPs 
nur 


LPs; %P5 
isobar sind. Diese kommen aber in W nicht vor. W ist also gleich 


AgKoPı + do%oPs - 
Nun ersetzen wir 7 durch 


T + x(agX&gPı + 00@0.Ps) 
T, + %(ag&oPı + do%oP;) - 
Dann haben wir an Stelle von 
END SR. 
a=at+xa, B=ß+teb,, 
4=—Bß 7 Gg; B=mb- 


Es müßte nun, damit wir den Fall 


(a, + PB)” — 4up, = 0 


und 7, durch 


behalten, 


EN EIR R, 
(a, + B)"— 4aß, — 0 
(#0, + #bu)” — 4x,b,(® + #a,) = 0 


4m — ab” —- Anbe=0O. 
1% 0 190 


sein, d. h. 


oder 


Diese Gleichung kann aber nur dann für alle Werte von #, x, bestehen, 
wenn ,=b,=0 ist. Wir kommen also auf einen Widerspruch. 
Wenn also immer 


(a, + B? — Laß, = 0 


sein soll, so müssen die a,, b, alle verschwinden. W lautet dann 


4,5 
u, v 0,0 


0.8 
2. 
w -2 YuyFrPu a} 
Wäre nun ß=0(, so müßte, damit nicht x, = 0 invariant bleibt, 
4 +0 sein. Es ist aber*) 
(TW) — 4350%,P5; + @ x (C4Pı + GaPs) — (C4s%ı + 45%) P3 — Ego Wo Py 


Vereinfacht man (TW) mit 7 und 7,, so muß eine Transformation von 
der Form W herauskommen. Es müßte also u.a. «=0( sein. Dann 
bleibt aber x, = x, = invariant. 

Wir dürfen also annehmen 


B+V0. 


T, = 19; — B%Pı 


Kombiniert man 


mit 
T = + B%Pı, 
so ergibt sich 
2 PX, Dı, 


%,p, kommt also in der Gruppe vor. Kombiniert man 


T=x,p; + ap + P%P; 
mit 7”, so erhält man auch 
%4Pı T % Ps 
selbständig. Benutzt man dies zu einer neuen Gewichtsbelegung, so zer- 
fällt T ın 
“pP; + BXp, und amp. 
Betrachtet man 


up; + BoPs 
und 


2 IB raHD., 


*, Da das Gewicht von W Null ist, hat man 


.—- 19 — 


so ist nur dann | 
| (ı+P" 4a —=0, 
wenn @=Ö ist. 
T”” reduziert sich jetzt auf 
2,00 — PR3P;- 
Aus (2,99 — BX3Pz, LPs + BXoPs) = 2ßx,p, sieht man, daß auch 


4,P; 
selbständig vorkommt. 


Indem wir ein passendes Ax, als neues x, einführen, können wir 
ßö=1 machen. Dann haben wir in unserer Gruppe die Transformationen 


VoP35 3LDy — %oP2; %oPı + 3UeP5; XıPe 
VDo5 ILDo — Pi; XPg + 38P05 Kapı 
XoPo — WsP35 XıPı 7 XaP 
%P55 #5Pı5 HaPı — XP; 
KuD5 4 %Ps5 KaPa — ID; WuPı + IRP5; XuPo — XaPs 
UsPo + Ps; %sPı — BRaPı5 Pa + 3 Pı; LPz — %Pr- 


‘ Diese Transformationen bilden die 21-gliedrige Gruppe des durch die 


Gleichung 
LyYg — By Rp EN) FU Sy =I 
dargestellten Nullsystems. Diese G,, ist in keiner größeren pro- 
jektiven Gruppe enthalten, außer in der allgemeinen. 
Nehmen wir jetzt an, daß die oben betrachtete quadratische Form 


p(&,n) = Sla5 + Pn) + nlaS + Pin) 
nicht ausgeartet ist. Dann können wir A, u, o, 6 so wählen, daß 
16 — ug +0 
«=ß,—=0 
wird, während «& + B’+0 ist. Lassen wir die Striche fort, so ist 


T=%,93; + ß&oPs ; 
T, = %P; + %%Pı- 


und 


Ferner wird 
T= 2,9 — 5P&P; , T, = % 9; — 32, %P,, 
T’= xp, + 3ß%gP; , T, = %Pı + 30% Pı, 
T”= 2,9, — P%P5 T, = 0 — ıRsPı- 


Durch Kombination von 7 und 7/” ergibt sich 


BxyPo — &Xapı — B%sPs + KıXaP3 


EA 
oder, mit 2,9, — XP, vereinfacht: 
(B + &,)23Pz — 1% — BP; 
Benutzen wir diese Transformation zu einer Gewichtstabelle, so haben 
X % % das .-Gewicht 0; z,, &,, %, die. Gewichte + a, — a, —B. 
T und T, zerfallen jetzt, daß + «, +0 ist. Daher kommen 
%4Pg; WaPı, #aPa, KuPs 
Po, Fl, KoPar WeDs 


selbständig vor. Da «, und ß nicht beide gleich Null sein können, so 
kommen (nach eventueller Vertauschung von x, und &,) auch 

LPs, HıPa, FaPı, %aPı 
allein vor. — Auf Grund von 

(B + &,)25P: — %Pı — BP; Bra +0 
zerfallen nun auch 
CP, + Ip; und 23P, + 3%, Po. 

Es kommen also in der Gruppe vor: 

XoPı, FıPa, Hals, Wapı, 


X Po, FaPı, FsPa>, ups, 
folglich auch 


LP + 28198 + 3%; + 425P,, 
AX,Po + 3%aPı + 22305 + XuPs 


und der Klammerausdruck aus diesen beiden. 
Das ist aber der schon erledigte erste Fall (8. 3ff). 


2. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 4. 
Das Gewicht 4 haben nur 
EP, und ep. 
Die allgemeinste Transformation vom Gewicht 4 lautet also 
AXyP: + dx, Pz . 
Kombiniert man sie mit X,, so folgt: 


b=3a, 
und wir haben 


A(oPs + 32,93). | [4] 


Diese liefert, mit X_, kombiniert: 


a(3LgP; — UPı)- [2] 


— 21 — 


|4] und [2] geben den Klammerausdruck 
Dad, [6] 


a=0. 


Gh. 
Der Fall des Maximalgewichtes 4 kann also nicht eintreten. 


3. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 3. 


Die allgemeinste Transformation. vom Gewicht 3 lautet: 


©,(apı + 5bP5) + (ea, + daz)P;- [3] 
([3], X_,) liefert 
32, (ap, + bp) — (eX, + da;)Ps. 11] 
[3] und [1] geben den Klammerausdruck 
(ac + bd) (32,P; + ZoP3)- [4] 
Also ist 
ac+bd=0. 
Kombiniert man [1] weiter mit X_,, so kommen hinzu: 
32,(ap, + bp;) + (ea, + da,)p, , u 
(ap, + bp) — (0X, + daz) Po: I— 3] 
[3] mit [— 3] kombiniert, liefert 
| (ex, + dz,) (ap, + bp;). [0] 
Nehmen wir an 
Erd. 
Dann bleibt 
c%, + da, = 0 


(wegen ac +bd=0) bei [3], [1], [—- 1], [—- 3], [0] iwvariant. Da jede 
Transformation vom Gewicht 2 oder —2 von &,, %, P4, Ps frei ist, so 
läßt sie auch cz, + dz, = invariant. Es muß daher eine vom Gewicht 
0 oder vom Gewicht 3 geben, die 
x, + da, =0 
nicht invariant läßt. Wir können c=1, d=0, also wegen ac+bd=0 
auch = (0 annehmen. Dann lauten die Transformationen so 
bp; + 2uPs » 
3bX,P, — %Ps ; 
362,9, + ZuPı; 
62,95 — ®4Po, 


bx,P; 
und die invariante Gleichung ist 


u=N\). 


u NEN 


Wäre die Transformation, die 2,=0 nicht invariant läßt, vom 
Gewicht 3, so könnten wir sie (mit [3] vereinfacht) so schreiben: 
’ ’ 
| Ps + 0 Xp; + d;p5. 
Aus dieser und |3] können wir zusammensetzen: 


ARD, + bÜoP; + U8P;) + (dRops + ZuPs)- 
Darin haben a, b, c, d diese Werte: 
a—-ı, b=-b+1V, c—1, d-Ad. 
Jetzt wird IR 
ac+bd=A+(b+AV)Ad=All +bd’) + 4b. 
Es muß also sein 
IF bd= 0,1 Bed 
ach, 
be 0, ddl. 
Wäre die Transformation, welche &, = OÖ nicht invariant läßt, vom 
Gewicht O0, so würde sie lauten 


3 4,5 
Dia,,p, + De,0&oP, (Cy r 0) E 


0 0, 0 
Kombiniert man hiermit 
bp + F4P5 » 
so kommt 
13) ALP: + dxp(C45Pı + 65P5) — Pay P, — (Cu%, + 64%, )P3- 


Es muß, damit wir nicht auf den vorigen Fall zurückkommen, b = Ö 
sein. Dann hätten wir aber in der Gruppe 


Z4Po> FıPı», FaPa, FaPs 
und 


Po» KsPı, FsPa, Ps, 


weil [3], sich auf x,p, reduziert. 
Andere von den Gewichten 3, 1, —1, —3 kann es nicht geben. 
Ist z. B. 
(ap, + bp) + X, + d’az)p; 


eine vom Gewicht 3, so kann man durch Addition von 
— 62, + (ll A)a,P; 
Mh! 
machen, ebenso durch Addition von 


(1 0)&p dan, 
Cely del, 


Aus dd +bd’=0 folgt dann | 
aabi—l), 
Die Transformationen vom Gewicht 2, — 2, 0 lassen aber immer 
= =0 
invariant, ebenso die Transformationen 
DT, WET 219) 
Es bleibt also nur die erste Möglichkeit zu betrachten. 
Wir können bewirken, daß b=1 wird. Dann ist ’=—1, und 
wir haben die 'Transformationen 
VoPs T XuPz 5, XoPı — %P5 : 
Ihr Klammerausdruck lautet aber 
A0sDs. [6] 


Das ist unmöglich. 
Wir müssen noch den Fallc=d=0 behandeln. Dann sind a und 


b nicht beide Null. 


Jetzt bleibt 
a et A N 


invariant. Es muß also eine Transformation geben, wo eins der 9, Pı 
P5, pP, mit x, oder &, multipliziert ist. Durch Kombinieren mit X, 
kann man bewirken, daß es gerade p, ist. Dann hätte man aber eine 
Transformation 


z(ap, + bp) + (dx, + d’z,)p;; (ed, d’+0,0). 


Das Maximalgewicht 3 ist also unmöglich. 


4. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 2. 
Gäbe es eine Transformation vom Gewicht 1 
a8, + 68,95 + CX4Pg + d;Pz, 
so erhielte man durch Kombinieren mit X, 
A Pı + PRoP; — 3Cn,p; — Ida p;. [3] 


Es gibt also keine Transformation vom Gewicht 1, ebenso keine vom 
Gewicht — 1. Es können also nur die Gewichte 2, O0, — 2 vorkommen. 
Alle Transformationen mit diesen Gewichten dassen aber 


invarıant und ebenso 


Der Fall des Maximalgewichts 2 ist folglich unmöglich. 


ENDEN 
Dritter Fall. 
Es sind nun die umfassenden Gruppen von 
X, = 20Pı + 2%, Ps, 
X_,= 20m + %Pı, 
X, = % Po — ZgPa 


zu suchen. Die Gewichtstabelle lautet: 


| | AN | 2 | 3 | 4 | 5 
x 1 0 | -1 0 | N) 0 
BE N DAR 0 


1. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 2. 


%,P, allein hat das Gewicht 2. Kombiniert man mit Kun 0 
findet man 
%o Ps 


LP — 2% Ps 
LpoPo — 2% Pı + XaPe 
2,9, — 2%,Po 
LPo- 


Im Ganzen haben wır also die acht Transformationen 


Pr > Pu — %,P, (u,.v ar 0, l, 2) x 


Da u =% =% 0 invarıant bleibt, muß es eine Transformation 
geben, in der 9, oder 9, oder p, mit einem der %,, %,, %, behaftet ist. 
Durch eventuelles Kombinieren mit &,9; oder &,9, kann bewirkt werden, 
daß bei 9, etwas von %,, &,, &, steht, etwa 


AR; TUR tv (4, u, v +0, 0,70% 
Führen wir dies als neues x, ein, so haben wir 
+ )B tl tl: )B 


oder unter Beachtung der Gewichte in bezug auf &,9, — %P, und 
XoPo 7 %aPs 


Jetzt bleibt noch 


U3P2 » 
Deu enen—l 


invariant. Es gibt also eine Transformation, in der bei p,...p, etwas 
von %,, %, steht. Durch eventuelles Kombinieren mit x,P3, XPe, X3Ps 
können wir bewirken, daß dies bei 9, steht. So bekommen wir mit 


IC MOR 


Rücksicht auf die Gewichte und nach Einführung von Az, + ux, als 
neuem @;: 


XuPg. 
Damit nun nicht 
invarlant bleibt, muß es eine Transformation geben, die sich bei Be- 
achtung der Gewichte auf 


X, Pa 
reduziert. 


Jetzt bleibt noch 
= = —=0 


invariant. Es muß also eine Transformation geben, in der bei einem 
der 93, P4, P, etwas von &%,, %, % Steht. Wir können durch eventuelles 
Kombinieren mit 2,95, %5P, erreichen, daß es gerade x, ist. Unter Be- 
achtung der Gewichte haben wir, wenn wir AP; + up, + vp, als neues 
p, nehmen: 
XgP5- 
Jetzt haben wir in der Gruppe 
LoPı, FıPa, XaPs, 


XPo>; FaPı, HXsPa, 
also auch 


LoPı + 20,05 + 3%gP5 , 
320g + 2%gPı + %aP5 


und den Klammerausdruck aus beiden. Das ist aber der schon erledigte 
erste Fall. 


2. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 1. 
Die allgemeine Transformation vom Gewicht 1 lautet 
T= z,(09ı + %P; + yPp + %P,) +9 (dir + 550, + db, + 5,%,) 
Durch Kombinieren mit X, erkennt man, daß 
b,=2a, 
ist. 7, lautet dann nach Vereinfachung mit X, 
T= 2,(439; + ap, + 4595) + Palb30, + d%, + 6,9) 


Wären alle db gleich Null, so wären nicht alle « gleich Null, und 
wir könnten, indem wir 4;P; + a,9, + Q,p, zum neuen 9, machten, 
schreiben 

T=%P; : 


Nun muß es eine Transformation geben, die 


Deren 


EN N 


nicht invariant läßt. Durch Kombinieren mit &,p, + 22,9, (eventl. 

zweimal) können wir bewirken, daß bei 9, etwas von %&,, &%,, %, steht. 

Dann hätten wir aber den Fall b,, db, d, #0, 0,0. | 
Wären alle a gleich Null, so wäre b,, db, b,+0, 0,0. T kann 


also auf die Form 
T= 2,p, 


gebracht werden. Damit nun nicht 
eh - nV 


invariant bleibt, muß es eine Transformation geben, in der (nach Kom- 
bination mit x,P, + 22,95) % mit P5, P4, 2, multipliziert auftritt. Dann 
haben wir aber 


O2, du, u #0, 0,0. 


Stillschweigend ist hier vorausgesetzt, daß 7 nicht identisch Null 
ist. Wäre das der Fall, so gäbe es außer X, und X_, nur noch solche 
vom Gewicht 0. Die allgemeinste Transformation vom Gewicht 0 
lautet aber 


Ay&oPo + Asp, + 2A, ,2,D.- (u,v=1,3,4,5) 


Kombiniert man mit ihr X,, so kommt eine Transformation, die die 
Form AX, haben muß, d.h. 
Au Ay Aı 0, 


As Au Au 
Dann bleibt aber 


invarlant und ebenso 


Es gibt also ein 
T= 1,(03P;3 + 0,9, + % Ps) + Pa (b3% + br, + b,x,) 
Az, 4, % +0, 0, 0 


mit 


und ein 7 mit 


0, 0,60 08.0, 0. 


Nehmen wir eins mit a,, a, 4,=#0, 0, 0, so können wir qa3P; + 44,P4 
+ a,p, als neues p, benutzen und schreiben 


T= 3P; + (b53%5 + da, + 05%5)Ps - 
Jetzt bleibt 
u=%—=0 


invariant. Es muß also eine Transformation 7’ geben, die wir auf die 
Form 


T=%P, + (65% + 5%, + 5,%)P; 
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bringen können, wenn wir als neues 9, Ap, + up, einführen. Damit 
endlich &, = OÖ nicht invariant bleibt, muß es ein 7” geben: 


T’— xp, + (by®; + bj®, + 65%) Ps - 


Es gibt, wie wir gezeigt haben, in der Gruppe auch eine Trans- 
formation 
S = 2,(a3P, + pP + %P5) + Pe (b58, + ur + 55%); 


Der 6.0, 0, +0, 0, Vlies. 7 Dante 77) Dr sichtmenht "wesentlich 
ändern, wenn man eine lineare Transformation in &,, &,, %, ausführt, so 
können wir S auf die Form 


: = XP, + % (AP; + QPı + A595) 
bringen. 
Es muß in der Gruppe eine Transformation geben, die 
a 0) 


nicht invariant läßt, bei der also eins der 9,...?, mit &,, %, multipliziert 
ist. Durch Kombination mit x,9, + 22,2, (eventuell zweimal) oder mit 
S erreichen wir, daß p, mit &,, &, behaftet ist. Da wir x,, &, linear 
transformieren können, so schreiben wir 


= + % (ap; an a4 15 u) . 


Der Punkt =. =%=%,=-2,=0 darf ebenfalls nicht invariant 
bleiben. Es muß also in der Gruppe eine Transformation geben, bei der 
eins der 99, Pi ---» Pı mit x, behaftet ist. Wir können erreichen, dab 
sie lautet: 
ST — 1: + Xp; + UP + %P5)- 
Bilden wir jetzt: 
T+ıS, T+a8S, T’+RS”, 
so wird 
T+AS—= (1 + Aaz)2op; + AQyEoPpı + AdzoP5 
+ (d; + A)03P5 + d4%,P5 + 85%, Ps, 
T+ AS’ = Aazap; + (1 + Aa,)2Pı + AdzXoP; 
+ 5,8593 + (A + 5,) 2a + 65%; D; ‚ 
T" +48” = AasagP: + Aa, %Pı + (1 + Aa,) op; 
+ by03Pg + bp: + (A + b,)&; Ps. 
Man kann A so wählen, daß die Determinanten 
l1+4a, ka, Ad, 
Aa, l1+Aa, Aa, 
Aa, 1a, 1+Ral 
und 


ui 


a DAR SEEN 
| A+b b, b, | 
N AO RD. 
b” BRD, | 


beide von Null verschieden sind. Schreibt man dann 
T+ı8S, T’+ı8', T’+RS” 
aufgelöst nach X,P3, ZyP4, XyP;, so ergibt sich 
R= 29; + 30; „Cu Ps 
R= 3x9, + 20,,%,P (u=3, 4,5) 


et R=%p+ ZA, „PußPs 
Hier ıst 


na 55 | 
NR | : 
Opz za Op | 
Die Klammerausdrücke aus den obigen müssen verschwinden, weil 
sie vom Gewicht 2 sind. Dadurch bekommt man 


Az Ag, Az Is, Ag — A: 


Die Determinante ist also symmetrisch. 
Jetzt”) wollen wir unter 


Y3, Yır, % 


drei Größen verstehen, die ebenso transformiert werden wie 


Tr EIN 

Statt R, R, R” betrachten wir | 
YR Ar YR Hs Y5 - X ZY,P, Ps ZA Fudn: 
Durch eine lineare Transformation können wir die quadratische Form 
A Buy» 

deren Determinante + 0 ist, auf die kanonische Gestalt 

u + x = De 
bringen. Gleichzeitig geht die Polare 
E 20,9, 
in 

BY tut 9% 

über, während &y,p, ungeändert bleibt. 


*, Den folgenden Kunstgriff hat mir Herr Prof. Kowalewski mitgeteilt. 


NEIN. 
yR+y,R+yR 


wird also gleich 
ö 


5 
Sa 
2 Dy,P, u > L,Y, l 
3 3 
Die Gruppe enthält also die Transformationen 


XoP3 + XaPs ; 
CP + Xu Ps , 
CoP5s + %5P3 - 


Durch wiederholtes Kombinieren mit X_, ergeben sich 


2X,P; — &P, , VD; T %Po, 
2% P, — 4m, und 29, + %,P9; 
2%, 95 — %P, , LP; + Xu Py- 


Außerdem erhält man noch aus den Klammeroperationen mit diesen 
LPs — XuP5; 
LP; — Ws Ps, 
LPs T WgPr- 


Diese 15 Transformationen bilden die 15-gliedrige projektive Gruppe 
der Mannigfaltigkeit zweiten Grades 


a tat tr) =0. 


Vierter Fall. 


Wir suchen jetzt die umfassenden Gruppen von 
X = UP, 
X =D 


De 0 Die 
Die Gewichtstabelle lautet: 


DT: 
= 


Hu 


Ar 


p 1 0 


Da &,= x, = 0 nicht invariant bleiben darf, so muB es eine Trans- 
formation geben, in der p, oder p, mit %,, &3, &, %, behaftet ist. Wir 
können erreichen, daß p, es ist. Da wir %, %,, %, %, linear trans- 
formieren können, so dürfen wir schreiben 


5 


T, wi X P1 er RE 
2 


I 


DE 


Da auch 
PN) 


- 


nicht invariant bleiben darf, so muß es eine Transformation geben, in der 
Po, 2; oder 9, mit &,, &,, &, multipliziert ist. Wir können bewirken, 


daß es 9, ist, und erhalten 
5 


T,=2p+ DD, 
2 
Daraus, daß 


HemehH=-G-=0 


nicht invariant bleiben darf, folgt, dab 
5 


T,=%&9, +% Lu QurPr 
5 


in der Gruppe vorhanden ist, und damit nicht 
Erd ee, el 


invariant bleibe, existiert 


5 


T,—= 29, 4% > A; ,P,- 


2 
Da andererseits 


‘ 


nicht invariant bleiben darf, muß in einer Transformation eins der 9,, P3, 
?4, P, mit x, oder x, behaftet sein. Wir können erreichen, daß es mit 
%, behaftet ist. Da wir 2&,, %, &%, %, beliebig linear transformieren 
dürfen, so können wir schreiben 


5 
8, en Lo P3 De 
2 
Daß 


nicht invariant bleibt, bewirkt 


I; — 1oPs +9, 2 b,,%,. 
3 | 


Da 


nicht invariant bleiben darf, muß 
5 
S, — IP Der 
2 


existieren und, da x, — OÖ nicht invariant bleiben darf, 


5 
7 

5, = Ib; Hp 
2 


| — 3 — 
T,+ AS, hat die Form 


5 5 
2Pı + ALP. + %o 32 PD, + Apı De Dur: 
Wir können A so wählen, daß die Determinanten 
Ag + A (gs u As; 
(gg Ay; tr 4 (54 Ay; 
We Ass Aut A O4; 
(59 Osz O;4 Gr A 
und 
Ab, +1 Aby; AD); Ab,, 
Abs, Ab, + ] Ab;, AR: 
Abjs Ab; Abur+| Ab; 
Ab,, Ab,; Ab,, Ab, +1 


alle beide von Null verschieden sind. Löst man dann nach 


KoPa,; KoP3, FoPı, FoP; 
5 


R, — xp; + PD 0,0, 


2 


auf, so kommt 


R, — %P; + pP D.0,2,, 


5 


R, = %PM + Pı > kayys 
2 
5 


BR, — %P; +9 20,8, 


2 


und die Determinante der «,, ist ungleich Null. 


Eine Transformation von der Form 
5 


I, ® \&,P, 
2 


kann in der Gruppe nicht vorkommen, sonst könnten wir (indem 


5 
> «,p, als p, benutzt wird) annehmen, daß x,p, in der Gruppe vor- 
2 
kommt. Nun ist aber 
(2, P9, R,) = &ua(LıPı le) Rus%zPa — &,4XWıPa — %,5%5 Pe - 
Da die Determinante der «,, ungleich Null ist, so kommen 


X&Pı —%oaPa> FsPa, HuPa; FsPa 


BER Reg? 


einzeln vor. Vermöge 2,9, — %P, zerfallen R,..A,, und xp, kommt 
selbständig vor. Aus 
% Po» PoPır XaPı, ıPa 
können wir 
pr 2%, 2, Br 


22,20 + ZaPı 


zusammensetzen und kommen dadurch auf einen schon erledigten Fall. 
Es darf also keine Transformation von der Form 


5 


L R '&,P, 


2 
geben. 


Nun ist aber 


5 


(Po, {0 ct XP, 7=0 $ url, : 


v=2 
Dieses, mit A, kombiniert, gibt 
5 
Au 2p, 3 "kurt, 4 Kuu (LoPo 5 ©, P,) 
V=2 


oder mit &,P, — 2, pP, vereinfacht 
rar c < - 
u m: P, Kuykı T u u %,Pı (1 Fo 2, 5, A 2 = 


Dieses kombinieren wir mit 


5 
R, — IoPr 02, > es, (A m; 2, 3, 4, 5) 
v=2 
Dann kommt 
5 5 
(WR) m. &yuPı x "kur? Er KurXoPu Er &uuPı 2 oz, 
v—) „ v=3 


oder fi 
uf, FIR Cuufa a (dur ar u) LoPu w; KuukoPr ; 


Wir haben also in der Gruppe 
(eu H; 2) LPu Fr KuuXoPr: 
Diese Transformation liefert, mit x,p, kombiniert: 
(Mu ar eu.) Pu au LuufıPi 


d. h. eine, die verschwinden muß. Ist A=+u, so finden wir 


& — (0 7 LE 


u 


Die Determinante der «,, ist also schiefsymmetrisch, Nun seien 


"MY, Ya, Yı, Y, Größen, die ebenso wie %,, &,, &,, &, transformiert werden, 


N ar a 


dann ist 
5 5 2.5 
DYuR, 2 DZ YuPu rt Dr DC ul. 
2 2 u, v 


Die schiefe Bilinearform 
Zu, v Yı IK, 


kann man, weil die Determinante ungleich Null ist, auf die kanonische 
Form 


Yzdg — Yo I Ya%ı — Yalz 
bringen. Dann wird 


5 5 
> Yu. = % m Y,D, + Pı(Ys%g — Yalz + Yslı — Yılz)- 
2 2 
Es kommen also in der Gruppe vor 


LoPo — XsPı5 FoPz + FaPı, FoPı — %sPı, Ps FT UM: 


Durch Kombinieren mit x,p, erhält man 


%Pg + %3Pg5 KıPz — %aPo, Pat %Po> XP — FuPo- 


Durch Klammeroperationen findet man noch 


XPg, KaP3, FPı, FHıPs; 


LoPoa — KzP3, LuPı —%P; ; 
und 


XPg + %3Pı, %uPa — F3P5 
Ps — %Pz3, %Ps T XuPs5 - 

Das sind zusammen mit 
LoPı, FıPo> FoPo — HıPı 

21 Transformationen. 

Sie bilden die 21-gliedrige projektive Gruppe des Null- 
systems 
(XoYı — 2%) + (Ya — Ey) + (2,4 — Gy) = 0: 


Fünfter Fall. 
Wir suchen die umfassenden Gruppen der folgenden @;: 
X, =2P, + 280g + 943P; + 24P5, 
X ,= 32,9, + 2% 9, + %sPy + 2;P,, 


X, =30Po + %Pı — Pe — IP, + up — %P;- 
5) 


Die Gewichtstabelle lautet: 


BB ES ROEEREIN ELLE IR 


ERS ER 


Die En Maximalgewichte sınd 6, 4, 2. 


—1 1 3 —1 1 


1. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 6. 


Kombinieren wir die Transformation vom Gewicht 6 fortgesetzt mit 
X_,, so. kommt 


y [6], 

32,2; — KoPz [4, 

I2P; — 54,Pg + %oPı [2], 
LyPo — 981 Pı + I%gPg — %zP; [0], 
ILPo — IXgPı + X Py [21 
32,Py — %zPı Bes), 

%; Po 08 


Benutzt man [0] zu einer Gewichtsbelegung, so haben die Glieder 
von [2] die Gewichte 4, — 6, 4; die von [— 2] haben die Gewichte — 4, 
6, —4. Es kommen deshalb x,p, und %,p,, also auch x,9, — 25P, vor, 
d. h. die Untergruppe 

% Pa, #aPı, FıPı 7 WoPs- 


Das ıst aber der vierte Fall. 


2. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 4. 


Die allgemeinste Transformation vom Gewicht 4 lautet 


T,=%,(69 + Bp;) + 9 (vr, +02). 


Sie liefert, mit X, kombiniert, eine vom Gewicht 6, die verschwinden 
muß. Dadurch erhält man 
y=dul. 
T, lautet also 
T, = aa: + 3%,P3) + B&ops + O%,P; 


Durch Kombinieren mit X_, erhält man 
T, = 20130p; — 2991) + P(32,P5 — &oPı) + (XP; — &uPs). 


Kombiniert man 7, und 7,, so bekommt man 


60 + Bd =0 


— 3) — 
Wir unterscheiden die drei Möglichkeiten: 
a) e=0, B=l, d6=0 
b) a 
c) DE OH OR Seh 


Im Falle a) hat man 
LT, = %P; - 
Damit nun nicht 
a a A N) 


invariant bleibt, muß es eine Transformation geben, bei der eins der 
Pos Pı, Po, Ps mit etwas von &,, &, multipliziert ist. Durch Kombinieren 
mit X, (eventuell mehrere Male) kann man erreichen, daß », mit etwas 
von %,, &%, behaftet ist. Die Transformation hat dann die Gestalt 


(ey, + BR +) + (a, B=+0,0). 
Kombiniert man mit X_,, so kommt 
Dee, 


Kombiniert man diese beiden mit x,Pp,, so ergibt sich 
PxP;, «XP; . 


2 16] 


Wir hätten also 


in der Gruppe. 
Im Falle b) 
Fall, ol 
wäre 
4 — I4P3- 

Da @,=2,=0 nicht invarıant bleiben darf, muß es eine Trans- 
formation geben, bei der p, oder p, mit etwas von %,, &,, %, %, multi- 
pliziert ist. Durch Kombinieren mit X, kann man erreichen, daß x, mit 
p, oder 9, multipliziert auftritt. Wir haben also die Transformation 


2a +ßps +:-)+:-- andrexz («,ß-+0,0). 
Mit X_, kombiniert liefert sie 
&(ßpı +: )-+::: andere x. 


Kombiniert man diese beiden mit &,p,, so ergeben sich 


UP, PXoPs ; 
es käme also vor 


XoPs [6]. 
Jetzt bleibt nur noch der dritte Fall 
e) 0, BO. 


g% 


ON 
Setzen wir «= 1, so ist aus 


6 + BE =0 


zu ersehen, daß 
Ppo=—6 


wird. Führt man Ax,, Az, statt z,, &, ein, so multiplizieren sich 
und ö mit Faktoren. Wir können deshalb erreichen, daß z.B. ß=1 
wird. Dann ist d=—6 und 

T,= 29 + 3%,P; + EPs — 6%4P3, 

T, = 62,9; — 2%, + 38,95; — &Pı — 689; + 62,P; . 


Kombiniert man weiter mit X_,, so treten noch hinzu 


T = 50 UP %oPs + 9; FD, 7209, — &Prı Zu 
T_,= 62,9, — 2230: — 989, — 6,p, + 62,9, + 2305, 
T_,=329M — %Pı + 6%, + %sPı- 
Außerdem findet man noch, wenn man (7,, 7_,) mit X, vereinfacht, 
V,=%Pı — UP — MDı 20 7 DAR 
Kombiniert man noch V, mit X, und X_,, so erhält man: 
Y, =mPı + %Ps + 22,9, — 28,0; — 60,95, 
V_,= 29, — %2Pı + 2%Pı — %P; + 68,90: 
Die Transformationen 
Ayo, Ass Lu Aa dos Asp Se 
bilden eine 11-gliedrige Gruppe, die nichts Ebenes invariant 
läßt. 
Man kann diese Gruppe mit Hilfe der Transformation *) 
Hd; = —- 20; = + 20; 
ni; Wella nm R, 
wonach 
mr; M-MtN; P=-+%; 
PB=9; mM=--2r +0; BB =2m, —P, 


ist, auf die Form bringen 


*) Diese Bemerkung verdanke ich Herrn Prof. Kowalewski. 


N 


LP + UP35; Ka t IP; LoPı t GP; 
Po t XP; Ps + %P5 UP t%P ; 
Po — XaPa + FıPı — F3P3 ; 
VPg — %uPı t %3Pz — %P5; 
2oPı + %ePz + %uP5 5 
Po + %3P2 + %P4; 
XPo — HıPı I %gPg — UP; + %uPı — %P5 - 
Die angewandte Transformation läßt alle Gewichte ungeändert. 
Wir stellen jetzt die Frage: gibt es eine größere Gruppe mit dem 
Maximalgewicht 4, in welcher diese 11-gliedrige enthalten ist? 
Eine Transformation vom Gewicht 4 hat die Form 
Klar: + BP;) + (y2ı + 62,). 


« dürfen wir gleich O setzen, so daß wir 


BxoPs + P3(9% + 9%,) 


haben. Die Kombination mit 2,92, + %P, zeigt, daB d=0 sein muß. 
Es bleibt ’also ßx,p,; kombiniert man dies mit 2,9, + %,P;, so findet 
man ß=0. Vom Gewicht 4 kann es daher keine neue Transformation 
geben. Eirsetzt man &,, X, %,, &, durch &,, &,, %, &, und &,, &, durch 
X, %, so geht die 11-gliedrige Gruppe in sich über. Alle Gewichte 
multiplizieren sich mit (— 1). Wir dürfen deshalb behaupten, daß auch 
vom Gewicht (— 4) keine neue Transformation existiert. 
Die allgemeinste Transformation vom Gewicht 2 sieht so aus: 


x (ap, + B»,) au) (PP; = 0P,) EL 2,(YPs Sam Ö'p,) An EX Dy. 
Mit Hilfe von 
LuPg + %P3, KoPa t Ps, FoPı + XP; + UP; 


kann man bewirken, daß 


= ß=E.-=0 
wird, so daß die Transformation so lautet: 
% (PP + IPs) + E95 + ulYPs + 9P5)- 


Kombiniert man mit 
Pa + X P3 5 


so ergibt sich e=0. Es bleibt also 
%(yPz + 995) + &(Y Ps + 095). 


Kombiniert man mit 
LP; +22; und 29, + %Ps, 


so kommt j h 
(da, +6x,)p, und 2,(yp, + 09,); 


NR DR NE 


sie haben das Gewicht 4 und müssen gleich A(&,P, + %,P,) sein. Daraus 
folge 0 = 0 = ya. 
Es bleibt also yx,p,. Kombiniert man aber dieses mit 


LoPı + %P3 + UP; 
so kommt heraus 


Y(&P; — Kos) 
d. h. 


Yoz= 0: 
Es gibt keine neuen Transformationen von den Gewichten 2, — 2. 


Eine von dem Gewicht O0 kann man (mit den bekannten vereinfacht) 
so schreiben 


aD, + BXoP, + YRsD, + 8,(6P, + E89) + % (09; +€9,). 


Kombiniert man mit x99, + %,P;, so muß A(#,P, + %,P,) heraus- 
kommen. Das gibt 
Br .0% 
Es bleibt also 
XP + 8LıPpı + % (OP, + €P,)- 


Kombiniert man mit x,P9, + %,P;, so kommt 
(a8 + E24)Pp + EP; 


Diese Transformation muß sıch aus’ 


LuPg T XP, LPs t Ps, LoPı + UP; + %P; 


zusammensetzen; denn diese sind die einzigen vom Gewicht 2. Sie muß 
also, da p, und ?, in ihr nicht vorkommen, die Form 


| A(&,Pg + 2593) 
haben. Es ist daher 


g=0, eg, 
und wir haben 
&(24Pı + 295) + 0 %Ps: 


Kombiniert man diese mit 


CoPı t Ps; 
so kommt 


E(WoPı + LPs) + 0a Ps: 


Diese muß sich wieder aus den bekannten Transformationen vom Gewicht 
2 zusammensetzen, also ıst =0. Da wir die Transformation als 
spezielle lineare homogene voraussetzen können, ist auch &= (0. 

Es gibt folglich keine Gruppe mit dem Maximalgewicht 4, die die 
11-gliedrige als Untergruppe enthält. 


OR. 
3. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 2. 


Dant 9 =2, =%=%—=0 nicht invariant bleibt, muß es eine 
Transformation geben, in der eins der p,, P1, Pa, P, mit etwas von &,, %, 
behaftet ist. Durch Kombinieren mit X, (eventuell mehrere Male) kann 
man bewirken, daß p, mit &,, x, verbunden vorkommt. 

Da x,p, das Gewicht 4 hat, so kann x, mit p, nicht multipliziert . 
sein. Wir haben daher eine Transformation, in der x,p, als Glied vor- 
kommt. 

Damit 2,=%, = 0 nicht invariant bleibt, muß es in der Gruppe 
eine Transformation geben, in der p, oder 9, mit einem der &, =, 
multipliziert ist. Durch Kombinieren mit X, können wir erreichen, dab 
%, bei p,, p, steht. Da aber x,p, das Gewicht 4 hat, so muß x,p, als 
Glied vorkommen. 

Es gibt also eine Transformation mit dem Gliede x,p, und eine mit 
dem Gliede &,?,, also auch eine in der sowohl x,p, als x,p, vorkommt. 
Das Gewicht 2 haben außer diesen beiden nur noch 


XLoPı» FıPa, Ps, K%aPs, WuPo, KıPs- 
%;9; können wir mit Hilfe von X, wegschaffen. Es bleibt also übrıg 
GnPs + RP; + CRoPı + FrPz + 9%P; + hayps + Ian, (a+09, b+0). 
Kombinieren wir mit X,, so ergibt sich 
(b — 3h) 2,93 + (f — 26) %opg + (9 — 4) Kaps — Bf XıPs - 
Da diese verschwinden muß, so ist 
beahl, a —-g=+U, 
Dach fi ==; 

Die Transformation läßt sich jetzt schreiben: 

(BP; + Ps) + 9@opı + Ps) + ups (h+0,9+0) 12]: 


Kombiniert man sie mit X_,, so kommt 


h(22,Pı + 28593) — 29% Pı + %Ps) + Kap, — %5P5) [0] 
und bei nochmaliger Kombination 
h(3xP, + %Pı) + 9@sPı + %3D5) — 12; P, I— 21. 


Nun liefert ([2], [— 2]), wenn man ihn mit X, und [0] vereinfacht: 
(+ 2gh) (&Pı — %sP5)- 
Wäre ?+2gh-+0, so käme 
XP — #5P5 
in der Gruppe vor. Benutzen wir dies zu einer @ewichtsbelegung, so 
lauten die Gewichte von den Gliedern der Transformation |2]: 


Ra ra 


ii 


Rune 


Unter den Gliedern von [— 2] hat ebenfalls nur das letzte das lt v. 


Es kommen also vor 
LPs, IsPı, Hfı = %Ps; > 


das ist aber der vierte Fall. 
Wir müssen deshalb setzen 


P"+2g9h=0. 
Dag=+0,h-+0, so ist auch +0. h können wir gleich 1 annehmen. 


Setzen wir 
—_AXx = AR 
L 47 5 52 


so wird [2] nach Multiplikation mit A 
30; + Ups + 9 (ap, + %ıP5) + Alaıpz- 


A wählen wir nun so, daß Al=2 wird. Dann haben wir statt h, 9, I 
die Werte 

Biel al =l2 
ferner (? + 29W=0, also ’=—2. [2], [0], [—- 2] lauten also nach 
Fortlassung der Striche 


BU5P: + Pa — 2(&Pı + Ps) + 2%,P; [2], 
2uPı + %Pg + 2(21Pı + %aP5) + UP — %D5 [0], 
BZPg +-%5Pı — 2, + %3P5) — 22594 [7 2]. 


Sie bilden zusammen mit X,, X, X_, eine sechsgliedrige 
Gruppe*), die nichts Ebenes invariant läßt. 

Es fragt sich noch, ob diese Gruppe vielleicht einer größeren pro- 
jektiven Gruppe als Untergruppe angehört, die wir noch nicht kennen. 
Dabei dürfen wir aber annehmen, daß das Maximalgewicht nur 2 ist. Die 
einzigen Transformationen vom Gewicht 2 sind [2] und X,. Denn wenn 
es noch eine vom Gewicht 2 gäbe, kann man sie mit diesen beiden ver- 
einfachen und so schreiben 


IlSoPı + 29,) + 02,9; - 


Kombiniert man sie mit |2], so kommt: 
IR Ps + XoPg + 2%0P5) + FBRP; + 2%0P5) [#], 
Gel 0: 


also ist 


Auch vom Gewicht (— 2) kann es keine dritte geben, sonst kämen 
wir durch die Transformation 


(4 ! 4 4 4 2 
Hl, =, Kl, Sad, Yu, Ken 


*) Durch die Transformation u =, 4 =%, —I2,, = —%, = 4% 
%=%4+ 1%,, &%, =%; geht diese Gruppe in die auf S. 51 angegebene über. 


[ 


EN TRATTHNER 


sofort auf den Fall, daß es mehr als 2 Transformationen vom Gewicht 


2 gibt. 
Es bleibt nur die Möglichkeit, daß es außer X, und [0] vielleicht 


eine andere Transformation von: Gewicht OÖ gibt. Diese können wir nach 
5 

Vereinfachung mit [0], X, und >'z,p, so schreiben 
0 


02,9, +%(Dp, + Ep) + Fnp; + ©,(Gpı + Hp) + Map; . 
Kombiniert man mit X,, so muß die entstehende Transformation 
sich aus [2] und X, linear zusammensetzen. Das liefert 


OD =-E-=-F-G0—-0, M=-H. 
Wir behalten also H(x,p, + %,p,). Eine Kombination mit [2] zeigt aber, 


daß auch 7=0 sein muß. 
Wir finden also keine neue Gruppe. 


Sechster Fall. 
Wir suchen jetzt die umfassenden Gruppen von 
%, = + 2%P + %Pı + 2%B; 
X_1= 24,Pp + %Pı + 2249: + IsPr, 
X, = EP — UgPg + LP; — %P5. 
Die Tabelle lautet: 


et A DEE ER WEIN BR: 
ar an 
Re 1 a a DR a ar a | 


l. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 2. 

Die allgemeine Transformation vom Gewicht 2 lautet: 

T, = &(@Pg + bP;) + 2%, (cp + dp5). 

Wir dürfen, ohne daß X,, Ä_,, X, sich ändern, die Transformation 
= a, + BR, X = on, + PR, x, = 0% + PR, 
y—=ym +0, Keymt+tn, —ym + 0m 

anwenden. 7, nimmt dann die Form an 
T, = (ax, + 023) (ap, + 9P5) + (dx + das) (Bp, + 0p,)- 
Wir versuchen, «, ß, y, ö so zu wählen, daß 
(ax, + 623) + P(bx, + daz) = 0% — o(ar, + a5) 
y(ax, + €%) + 6(bx, + da) = 02, = (ya, + 0%,) 


AD TEN 
wird; dann hat 7, die Form 
DIOR, ID 
Damit die obigen Gleichungen erfüllt sind, muß 


ca+pßb=oe | ya+tdb=6y 


ec+ßBd=oß yce+odd= oo 
sein oder 


ea—eo)+pfb=0 | Yyla—-o)+db=0 
ece+ßBld—-eo)=0 | ye+Ild—0)=0. 
e und 6 müssen, damit nicht 
ed — By=V 
wird, verschieden sein und der Gleichung genügen: 
a—4 b | 
C en 


fa) 0. 


| 


Nehmen wir an, daß es eine Transformation 7, gibt, bei der f(A) = 0 
zwei verschiedene Wurzeln oe und o hat, so können wir es erreichen, daß 


T, = 09%4Pg + 0%P 
ıst. 
Kombiniert man 7, mit X_,, so kommt 
20%, + 200,95 — 0%Pı — O25P4 
und durch nochmaliges Kombinieren mit X_, 
Ol&oPo — 221 Pı + %ePe) + 9(&Pz — 2% Pı + %P5): 


Benutzt man diese Transformation zu einer Gewichtsbelegung, so 
haben die Glieder von X, die Gewichte 


50, — 30, 36, de: 
Wäre o=0, so müßte (wegen o+ 0) 
| +0 


sein. Dann zerfiele X, in 


LP + 2UPg, UPı, Xu, 
ebenso X_, in 


24,Po + oPı, XuPs, FoPı- 
Es käme in der Gruppe die Untergruppe 
Ps, #uPs, #3Psz — KaPa 


vor. Das ist der vierte, schon erledigte Fall. 
Daher muß o=#0 sein, ebenso 6-+0. Unter den Gewichten 


ER ER er 


WAS: 2. 


sind also nur dann zwei gleiche, wenn o=—6 ist. Sie lauten, wenn 
wro=1,6=-—]1 setzen | 


een, 


X, zerfällt in z,9, + 2%,p, und 22,99 + %p,, Ä_, in 22,9, + %,P, und 
%p; + 2%,P3. 
Wir haben jetzt in der Gruppe die Transformationen 


2oPı F 22uP;, 2803 + %Pı, 
2% Po Tr %uPı; U 2 XuP3 


und ıhre Klammerausdrücke 


LoPa — X3P5 5 FoPo — %sPs 
Po — EıPı + %uPı — %D5 ; 


VoPo — Pa T %3D; — %;P;. 
Jetzt bleibt noch i 


invariaut. Es muß also eine Transformation existieren, wo bei 9, P1, Pa 
etwas Von %,, X, %, steht. Steht bei p, und p, nichts, so braucht man 
nur mit 2,9, + 22,p, zu kombinieren, um das, was bei p, steht, zu p, 
zu bringen. Steht bei p, etwas von &%,, &, %, aber bei p, nicht, so 
kombiniert man mit 22,9, + %sp,. Man darf demnach annehmen, daß 
bei p, etwas von %,, %, %, Steht. Durch Kombinieren mit 22,9, + %Pı 
oder XP, — %,P; kann man (falls x, nicht schon dasteht) x, zu 9, 
bringen. 

In bezug auf 
i LPo — KıPı T Pr — UP; 


sind mit 2,9, die Glieder 


4 Pa, #sP3, FHıPz3, FKaPo» FaPı, FsPo, FaPı 
isobar, hinsichtlich 
LCoPo — Po + XaPz — %sP5 _ 


von diesen aber nur %,9,: Die Transformation lautet also 


2D5 T RMPI- 


Da auch ,=&%,=%, =0 nicht invariant bleiben darf, so muß es eine 
Transformation geben, wo bei ?,, P,, 2, etwas von %,, %,, X, steht. Durch 
Kombination mit 

LP; + 224P5, %oPa — XP; , 

LPg — UPz, Pr + 2% Ps 


kann man (wenn es noch nicht da ist) das x, zu 9, bringen. Mit 2,p, 
ist nur 2,9, in bezug auf 


Po — KPı F YıPı — %sP5 
und 
LCoPo — VaPg + KsPz — %P5 


isobar. Wir haben also in der Gruppe 


VD; + I&oP5 . 


Bildet man aus diesem und &%,p, + kx,p, den Klammerausdruck, so 


kommt 
DgPz — UP; + kl(XyPo — KsP5)- 


Die Gewichte der Glieder von 2,9, + 2%,p, lauten in bezug auf diese 
Transformation 
Kl and Hir 
Wäre kl =], so würden 
LP + 2&P; 
und ebenso 
220 + %sPı 


zerfallen. Also hätten wir die Untergruppe 


LoPı, FıPos Po — HıPı 


was wieder der vierte, schon erledigte Fall ist. 


Es ist deshalb 
kl=1. 


Kombiniert man x,», + ka,p, mit X,P5 — %P,, so kommt 
(k +1) 23P3. 
Kombiniert man x,p, + I&,ps mit X,9, — %,P;, so kommt 
(1 + 1)@P3 
Wäre k+#1=+0 und 1+1=0, so hätten wir wieder den schon er- 


ledigten Fall 
XoP3, %z3Pa, FaPa — XzP3 - 


Also ist entweder k+1=0, folglich vermöge kl=1 auch +1=0(, 
oder es ist 2 +1=0 und dadurch auch k+1=0. Wir haben daher 


k=l=-—1. 
Die beiden Transformationen 
%Pz — LP, Und 29, — Kos 
liefern den Klammerausdruck 


VD, — XP + %zPz — KpDo- 
Nun hatten wir schon 


LoPo — %aPa + X3Pz — %P5 - 


RAR Le 
Also kommen | 
%oPo — Ps, WaPa — X3P5 , 
folglich wegen x%,P, — &Pı + ZıPı — %P; auch 
HP Sun 
in der Gruppe vor. Nun liefert noch 


(UsPg — 239g, %Pı + 22,P5) 
%,2, 2849, 


und 
(159g — %gPo, KoPı + 2%4P;) 
2449, + XP: 
KoP, — %P, liefert mit 22,9, + 239;: 


2%, + %oPı 
und mit 22,9, + %aPı: 


2Pı + 2% P5. 


Die 15 Transformationen, die wir jetzt haben: 


LoPı F 2UP, 2 + %Pı; 


2 Dot %PL, np | 200, 
LoPg — %zP5 , LoPo — K5P3 5 
Pa — XzPo > LP; — XPs5 , 


LoPo — Ps, FHıPı — HuPı, HaPa — KsPs ; 
2%, + 22,9 , 22,0: + %Pı 
22,05 + %oPı XP, + 2%, P; 


lassen die Mannigfaltigkeit zweiten Grades 
LK, — 2% 0, 4 gt, = 0 


invariant, die eine 15-gliedrige projektive Gruppe gestattet. 
Jetzt müssen wir den Fall betrachten, daß die Gleichung 


a—4 b 
MET & d—4 


zusammenfallende Wurzeln hat. Dann läßt sich wenigstens erreichen, daß 
bei », nur x, steht, also c=0 wird. Weil f(A)=0 eine Doppelwurzel 
hat, ist dann d= a, also 


-0 


T, = a(&Ps + %P;) + bo; 
Kombiniert man mit X_,, so kommt 


a(22,P; + 22,95 — &oPı — 234) + b(22,P, — %oP:) 


a AR 


oder mit X, vereinfacht 
T, = 4a(2,9, + %,9;) + b(28,P, — &P4)- 


Der Klammerausdruck mit X_, gibt 
T, — 20(&,9; + %P5 — %Pı — &4D4) + bed; — 28,9, + %oP3) 
Kombiniert man 7, und T7,, so kommt nach Vereinfachung mit 7, 


T, — ab(#0Pı + 22,95). 
(7, T,) wird 
arb0,D5- 
Wenn ab+0 ist, so kommt x,P, selbständig vor. Wenn b=+0O und 
a= 0 ist, reduziert sich 7, auf x,9,. Sobald also b+0 ist, kommt &,P; 
selbständig vor. 
Dann haben wir in der Gruppe 


LPs, 2%, — KoPıiy IP; — 20, + EPs: 


Kombiniert man die letzte Transformation wiederholt mit X_,, so kommen 
noch hinzu: 
24P; — %P, und 295. 
Nun bleibt noch 
N, 


invariant. Es muß also eine "Transformation geben, in der p,, ?, oder 9, 
mit %,, &,, %, behaftet ist. Durch eventuelles Kombinieren mit X, er- 
reicht man, daß dies p, ist. Durch Kombinieren mit X_, kann man 
dann noch bewirken, daß x,», als Glied vorkommt. Diese Transformation 
wollen wir jetzt mit &,9, kombinieren. Schreiben wir nur das hin, was 
dabei in Betracht kommt, d. h. nur die Glieder mit x, und p, und nur 
die mit z,p, isobaren Glieder, so lautet die Transformation: 


W=1(9+up)+m Bun tYy)+t 
Der Klammerausdruck mit x,p, lautet: 


% (Ps + @P;) — (Pa, + Y%3)P; 
oder mit x,9, vereinfacht | 


LoPg — YXzP5- 
a—4A DER 
Da f(A)= Ä BEL er OÖ eine Doppelwurzel haben muß (hier ist 
a=1,b=0,c=0,d=-—y), so ist 
v=-—]1. 


Wir haben also in der Gruppe zwei Transformationen vom Gewicht 2 
nämlich 


? 


%p, und XPz + XP; . 


Eine andere kann es aber nicht geben. Denn sie würde, mit diesen 
beiden vereinfacht, so lauten: 


%; (ps + dp;). 
Damit O= (A) eine Doppelwurzel hat, muß d= 0 sein. Es bliebe also 
%3Pg. Da wir aber schon z,p, haben, so kämen wir auf den bereits er- 


ledigten Fall 
LPz5, Pa, KgPa — XzP5 - 


Kombiniert man 2,9, + %,p, mit W, von dem wir jetzt alle Glieder 


mit p,, 2; und %,, x, schreiben müssen: 


W=2,(P, + a@p;) + (AP, + u) + mm - ES) + 2er) +, 
so ergibt sich 
D(Pg + @Pp,) + & (Aps un) (Bis %)0 (oe, + 0)P;, 12]. 


Dies muß sich aus x,p, und &%,Ps + Xp, linear zusammensetzen, was aber 
offenbar nicht der Fall ist, da das Glied x,p, in [2] vorkommt. 
Wir müssen jetzt annehmen, daß in 


T, = a(80P; + %;9;) + dB; 


b=0 
ist, so daß 


T, = %Pg + 23P; 


ist. Dann kommen, wie man durch Kombinieren mit X_, erkennt, in 
der Gruppe vor: 


LPg + XP; 5, KoPı + %sPı, %Pg + Ps, 
aD Dr DD; ,'" PD, — %oPa Fr EsP5 — % Ps, 
Pot %Ps, Pot KPz, KoPı F %P- 


Es darf keine andere Transformation vom Gewicht 2 geben außer 
X&Pa + %5P,. Denn sie ließe sich schreiben 


Lo(aP; + bP,) + X3(cpz + dp). 


Wenden wir wieder auf z,, %,, auf x,, &, und auf %,, x, eine und die- 
selbe Transformation an, so bleibt &,9, + Xp, ungeändert, und wir können 
erreichen (wie oben), daß ce=(O wird. Vereinfacht mit 2,9, + XP, lautet 
also die Transformation: bx,p, + dx,p,. Nun muß, weil f(A)=0 eine 
Doppelwurzel hat, d=0 sein. Also erhalten wir wieder x,p,. (Das ist 
der vorher behandelte Fall.) | 
Es gibt also außer 
VoPa t XP; 


keine Transformation vom Gewicht 2. Die allgemeinste Transformation 
vom Gewicht 1 (in bezug auf X,) sieht so aus: 


%(aPı + Q,P4) + #3 (dıPı + b,2,) + Pal + 4%) + B (a2, + ur;)- 


Bee ae 
Durch Vereinfachung mit 
KoPı T F3Pı, Pa + %uP; 
kann man sie auf die Form 
Ay%Pı + #3 (b,p, bp) au +2 (d, + d,&,) 
bringen. Kombiniert man sie mit %,P, + %3P,ı, so kommt 
Cy%3Pg + (d, % + dı%;)P; - 


Sie darf sich von &,9, + &;p, nur um einen Faktor unterscheiden. Also 
ist y=0,d,=0,d,=0. Kombiniert man nun 


Q4%Pı + % (b,Pı + bıP,) 


mit 
%Pg t UP; , 
so kommt , 
Dı XP + (a,0, + b,%3)P; ; 
also 


N ON 


Es gibt daher außer den bekannten keine Transformation vom 
Gewicht 1. Auch die Gewichte (—1) und (— 2) können nicht durch 
neue Transformationen vertreten sein. Um das zu zeigen, ersetzt man 
7,.%y La durch‘ 2, ©, 2, undızs, &,, 0. durensm ara 

Jetzt kommt nur noch das Gewicht O in Betracht. Die allgemeinste 
Transformation vom Gewicht OÖ lautet: 


W = 3,(Q,P; + %P5) + %(b29g + d5P5) + Po(AgXo + Q5%;) 
+ 23(6,06 + 65%) + 2, (ap, + un) + mb, + b,0,)- 


Kombiniert man sie mit 


LoPg + %sP; » 
so kommt 


%(AgPg + 45) + %y(b3P, + 6595) — (ApLo + Q5%)Pz — (doXo + 05%3)P5 - 
Diese Transformation muß die Form A(&,P, + %p,) haben. Also ist 
%-,-b—b, bh =, =. 


Kombiniert man W mit 


2 LoPı + XPı; 
so ergibt sich 


2 (ap + %P,) + 2 (9, + Ba (Ag% + 43%)Pı — (d,0, + %)Pr- 
Diese Transformation muß sich aus 


2P, +%P, und 2,9, + 2,9 


oder, da p, in ihr nicht vorkommt, aus 


Os 
LoPı T %zPı 
zusammensetzen. Also ıst 


4 n=bh—-b, hm, hm. 
Mit Hilfe von 
LP — Pa + UP — IPs 


und 


Po — %aPa + XP; — %P5 


kann man bewirken, daß 
En Mean 28 


wird. Dann wird nach den obigen Formeln auch 
be .b, 2b, 
und, da wir W als speziell (.h. +, +%,+b+b, ir b,—=0) an- 


een können, so ist 


W lautet jetzt: 


W = alas + %Pı + %P;) + b(a3P, + up, + 455) 
OD HD 5 AsPe 8,05 — Dip, — 2,0%) 


W=aY+bZ+chR, 


oder kurz: 


wenn wir setzen 
Y=29+%Pı + %P; , 
Z=%P, + %Pı + %sPr , 
R=%P9 + %Dı + #2Pg — PD; — %uPy — %sP5- 


Es muß noch eine zweite Transformation W geben; sonst bliebe bei 
passender Wahl von o, 6 das System 


0%, + 0% = 0 
02, +00, = 0 (0, +0, 0) 
0% +0, =) 


inyarıant. Wendet man nämlich W auf die einzelnen Gleichungen an, 
so kommt z. B. bei der ersten: 


e(bx, + cx,) + la, — 6%) =. 


Wählt man o, o=+0, 0 so, daß diese Gleichung mit o2, + 02, = 0 
zusammenfällt: 
) 6 
ca+toc ob —- oc 
d. h. daß 
bo? — 2c0o6o —a0®—=(0 


wird, so bleibt das obige System invariant. 


.—. 


By 
Wenn nun 
W=adY+bZ+eR 
eine zweite Transformation W ist, so bliebe doch noch etwas Ebenes 
invariant, wenn die Gleichungen 
be — 2coo -—a®—=0, 
bo? —2coo—- a®—=0 


eine gemeinsame Wurzel hätten. 


Bildet man (W, W’) und benutzt dabei, daß 
(YZy=lh, \Yh)=e 2, AZn) 27 
ist, so kommt | 
(WW) = 2(ca— ac)Y + 2(bed — cV)Z + (ab’—ba)R. 
Wenn die Determinante 
b C 
#8 b C 
2(ca —.ac), 2(be— ch), ab — bu 
— (ab — ba’)? — 4lacd — ca) (be — cb)=0 
ist, so haben die oben betrachteten quadratischen Gleichungen eine ge- 
meinsame Wurzel. Es bleibt also bei W und W’ etwas Ebenes invariant. 
Dann muß es noch ein drittes von W und W’ unabhängiges W” geben. 
Dasselbe ist der Fall, wenn die obige Determinante nicht verschwindet. 
Dann ist (WW’) das W”. 
Es gibt also immer drei Transformationen W, und wir erhalten die 
11-gliedrige Gruppe: 
KPa I %zP5 5 XPo T %Ps 5 
LoPı T FzPı, Pot YuPs; 
Pot %4P5 5. KoPı + %Pın 
Po + %uPı + %s Ps , 
LPs + %Pı t %P; , 
CoPo — KaPa t XsPz — XP; ; 
LP — %Pg + %uPı — %5P5 5 
LoPo + %ıPı 4 %aPa — X3Pz — UP — %sP;- 


Sie läßt nichts Ebenes invariant und ist in keiner größeren 
projektiven Gruppe enthalten, die wir nicht schon kennen. 


2. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist l. 


Nehmen wir zuerst an, X, und X_, seien die einzigen Trans- 
formationen vom Gewicht 1 bzw. (— 1). Es kann also nur vom Gewicht O 


— 5l — 
neue Transformationen geben. Die allgemeinste vom Gewicht O lautet: 
WE (ag + do%z)Po + (2 + dm)Pı + (A232, + 03%,)P; 
+ (Ag, + b3%3)p; + (Qi, + b4,)Ppı + (452, + 05%) P; - 


Kombiniert man sie mit X, und verlangt, daß das Resultat AX, 
lautet, so findet man, daß W (nach Vereinfachung mit X,) die Form hat: 


W=aY+bZ+ch, 


wo Y, Z, R dieselbe Bedeutung wie oben haben. Genau so, wie oben, 
zeigt man, daß Y, Z, R selbständig in der Gruppe vorkommen müssen. 
Wir haben also die sechsgliedrige Gruppe 
1 —&Pı + 2% 02 + 25Pı + 20,P; , 
1 = 20,Pg + %Pı + 2&P; + Ur, 
— %Pg — VgPz I %sPz — %;P5 , 
— XP; + %Pı FT %P; ; 
—= LP, T %Pı Tape; 
= XPo T &ıPı T X2Pa — VgPz — Pr — Voß; - 
Sie ist in keiner größeren projektiven Gruppe enthalten, die wir nicht 
schon gefunden haben. 
Gibt es außer X, noch eine andere Transformation vom Gewicht 1, 


so muß sie mit X, einen verschwindenden Klammerausdruck liefern. 
Daraus folgt leicht, daß sie (nach Vereinfachung mit X,) die Form hat: 


aA+bB+c6, 


N KIN SM 


A=2,p + 24,9, 

B = xp, + 22, P5, 

C= 12,9, + 22,9; 
ist. Käme noch eine zweite dieser Art vor 


aA+BB+eCO, 


so müßte auch 
(be — cd’) (BC) + (ca — ac) (CA) + (ab —ba) (Ab) 
verschwinden. Nun ist aber 
(BO)—=229, (CA)= 229, (AB) = 2(0,9; — %oP3)- 
Es muß also 
be—-ch=-0, cd —-ad=0, «db —-ba—=0 
sein, d. h. es darf keine zweite Transformation von der Form 


aA+bB-+tecO 
geben. 
4* 


Kombiniert man nun aA +bB-+ cÜ zweimal mit X_,, so findet man 


X Pg — %P0) + D(XgP5 — %oP3) + C(&P3 — 1aPs), 
a(X,P, 2 yy) + b(&,P, +2 %,P3) Hr C(2,Pı +22,B3): 
An neuen Transformationen könnte es nur noch solche vom Gewicht 


0 geben; und zwar muß es noch solche geben, oder es bleibt etwas 
Ebenes invariant. Denn bei a44+bB-+cÜ bleibt das Gleichungssystem 


1 +0, =0, Au ton, =0, 18 +0, —0 
invariant, wenn o, A der Gleichung 
be? —Ioc— a” —0 


genügen. Durch eine lineare Transformation in &%,, &, (und zugleich in 
%,, &%, und %,, %,) können wir erreichen, daß 
| re a) 
invariant ist, d. h. aber 
= 1,100 Balsor.0.0, 
Wir haben also 
bB+cÜ 


zu betrachten. Da x, =%, = %&% = nicht invariant bleiben darf, so gibt 
es eine Transformation mit dem Gliede x,9,. Kombiniert man sie mit 
bB+cÜ, so kommt in den Faktor von p, das x, hinein, solange c+0 
ist. Da der Klammerausdruck sich aus X, und BB +cÜ zusammensetzt, 
darf x,9, nicht vorkommen, also ist c=(). 

Wir haben also in der Gruppe nur x2,9, + 2x,p, und X, und sonst 
keine Transformation vom Gewicht 1. Betrachten wir wieder die Trans- 
formation, die das Glied x,p, enthält. Sie enthält mit x, noch das Glied 
%,P5, mit x, die 2,9, %P,,. mit 9, Und 9, die Glieder 2,9, 20 en 
%,P,. Diese Glieder kommen allein in Betracht, wenn man den Klammer- 
ausdruck mit %,9, + 22,P, bildet. Bezeichnen wir den Koeffizienten von 
x,p, mit a,,, so wird der Klammerausdruck 


2X, Pg + 24,55%, Ps + AyaKoPı + AyıloPı 
— (Appl + Aggtz)Pı — 2 (Ay, + AyuRı)P; - 
Er müßte sich aus 2,9, + 2%,p, und X, linear zusammensetzen, was aber 


nicht der Fall ist. 


Siebenter Fall. 
Es handelt sich jetzt um die umfassenden projektiven Gruppen von 
X =2P, + 2%,P9 + %P4, 
X_,= 22,9, + 45Pı + &4Ps, 
A, = 20Po — 2%gPz + P; — ups: 


Die Gewichtstabelle lautet: 


PUR A N SE RER, 
a 129 N) Be 1 201] 0 
oo» ine; 0 Dt ah 0 


Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe kann 4, 3, 2 sein. 


l. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 4. 
Kombiniert man x,P, (die einzige Transformation vom Gewicht 4) 
zweimal mit X_,, so ergibt sich 
22, Pg — op, und ZoPg — 22, + ZePs- 


Benutzt man die letzte zu einer Gewichtsbelegung, so haben die Glieder 
von X, die Gewichte 3, — 3, 0. Es kommt also z. B. x,p, einzeln vor. 
Ebenso kommt, weil auch X_, zerfällt, x,p, einzeln vor. Wir haben 
also in der Untergruppe 


XoPı> FıPo» FPo — FıPı 


dieser Fall ist schon erledigt. 


2. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 3. 


Die allgemeinste Transformation vom Gewicht 3 und ihre Kombi- 
nationen mit X_, lauten 


AXP, + biPz [3], 
2a2,P4 + dR4Pz — UP; — dxsP, [1], 
ALP, — 2a2,P, — br,p, + 525P, 1], 
MlgDz — dX,Po Bel 


Kombiniert man |3] mit [1], so kommt 


ab&yPs [4]. 
ab=V, 


Also ıst 


d. h. entweder 
a=0, 5b—-1\1 oder OR NE 


Im ersten Falle (a=0, b=1) haben wir die Transformationen 


X3Pa [3], 
X, Pa — XzPı [1], 
LP, — FaPı Fl, 


%,Po I—2]. 


N) ra 


Damit 

HU u - m—) 
nicht invariant bleibt, muß es eine Transformation geben, in der &, mit 
einem der 29; Pi Pa, Ps, Pı behaftet ist. Man kann immer (durch Kom- 
binieren mit den bekannten Transformationen) erreichen, daß x, bei », 
steht. Dann haben wir, da nur 


LsPg, FoPı» FıPa, FaPı, Ps; 


das Gewicht 2 haben und x,p, mittels X, fortgeschafft werden kann, in 
unserer Gruppe eine Transformation 


T, — 2,95 + Aa,ps + Dazp, + XP; 

Kombiniert man mit X,, so kommt 
AX,Pp;; 
also ist A= 0 und 
T, — 12,9, + Bazp, + O2,P e” 


==) 


darf auch nicht invariant bleiben. Es muß daher eine Transformation 
geben, in der bei 9, oder p, etwas von &%, % %, %, steht. Stände nur 
bei p, so etwas, so erreichte man durch Kombinieren mit X,, daß es zu 
pı geht. Wir denken uns also, daß bei p, etwas von &,, &, X, %, Steht. 
Durch Kombinieren mit X_, können wir bewirken, daß x, bei p, steht. 
Unter Beachtung der Gewichte heißt also die Transformation so: | 


T_, = %p, + (a2, + B%)P5 + YE3D, + Op, + 20,P,: 


Kombinieren wir aber 7_, mit 2,9,, so kommt 


039, — (ax, + Bay)Pz- 
Der Klammerausdruck mit 7T_, liefert als Faktor von x,p, gerade 2P. 
Wäre ß=0, so brauchte man nur T_, mit 7, zu kombinieren, um «, 
zu p, zu bringen. Wir können also annehmen, daß x, bei p, steht und 
haben dann die Transformation 


T, = %Pı + A2Pı F U%Ps + YE3Pı 4 0859, + 08,9. 


Durch Kombinieren mit x,p, sieht man, daß u=0 ist. Kombiniert 
man mit X,, so kommt: 


AXoPa + O%5Pg — 2VX3P , 


es ist also auch A—=0. T, lautet folglich, wenn man noch mit [1] 
vereinfacht, T, = 2,Pı + 0%5P, + 6%,P,. Kombiniert man dies mit T7,, 
so muß sich xx,p, ergeben. Es kommt aber in dem Klammerausdruck 
Ox,p, vor, also it C=0. 
Kombiniert man nun 
T,= 2,9, + Bx;p, 


® 


mit X_,, so kommt 
T,— 2, + P(asp; — 2,93). 
T, mit X_, kombiniert liefert: 
T_, = 2%, — Daypz. 


(T,, T_,) endlich gibt 
B’ (23 P3 7 %pı)- 


Wäre B+0, so hätten wir (wie die Kombination von x,p, — x,p, mit 
X, und X_, zeigt) in der Gruppe 


XP, WuP3, XP; T ups: 
Es ist demnach B=0. In der Gruppe kommen also 
VPay, %Pı, %sPo 
selbständig vor. 
Kombiniert man 7, mit X_,, so kommt 
0%,P; — %P; — 0X Pı- 
Bildet man hiermit und mit 7, den Klammerausdruck, so erhält man 
nach Vereinfachung mit ,P,: 
Olt3P; + 2Pı — 2% D;)- 
Wäre g+0, so zerfielen die Transformationen 7, und 
OXP, — UP; — OL P:- 
Es kämen x&,p, und x,p,, also auch x,p, — %,p, selbständig vor. Es ist 


folglich o= 0 und 
T, = %p, + 0%P; , 
(T), X_,) = 09; + 0%,P,. 

Nun darf x, = 0 nicht invariant bleiben. Es muß daher eine Trans- 
formation geben, in der p, mit etwas von %,, %, %g, %3, %, multipliziert 
ist. Durch Kombinieren mit den bekannten Transformationen (die alle 
p, gar nicht enthalten) kann man erreichen, daß gerade x, bei p, steht. 
%P, hat das Gewicht — 1. Dieses Gewicht haben sonst noch z,P,, 23Py 
X Pg5 %sPs, %eP,. Man kann x,p, mittels (7, X_,) wegschaffen, x,p, 
mittels [—- 1]. Dann lautet die Transformation so 


2,9; + Im,p, + map; + NaP:: 
Kombiniert man mit |— 5], so kommt 
Nkaho KR 
Das darf nicht sein, also ist »—= 0. Kombiniert man 


2P; + I8,p, + Map; 


mit 7,, so kommt nach Vereinfachung mit 2,9, 


UP — KsPs5 : 


Beachtet man die zu x,p, — %,P, gehörigen Gewichte, so ergibt sich, daß 


%,p, und z,p, selbständig vorkommen. Das ist wieder ein bereits er- 
ledigter Fall. 

Den Fall a=1, b=0 brauchen wir nicht besonders zu behandeln *). 
Ersetzt man nämlich jedes ,p, durch — z,p,, so ist das eine dualistische 


Transformation (siehe Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, 
Bd. I, 5. 492). Wenn wir dann noch die Transformation 


x = 2x “=%X —=2% L=% “=X ı=% 
0 0, ER 19 Sa 27 3. mn 923 9 Al 5 5 


anwenden, so haben wir wieder die dreigliedriege Gruppe X,, X_,, X, 

Nun geht aber x,p, zuerst in — x,p, über und erhält dann nur noch 
einen Faktor. Kombiniert man aber x,p, dreimal mit X,, so kommt 
%P5. Wir erhalten also den eben behandelten Fall. Da fanden wir nun, 
daß immer eine Untergruppe vom Typus 


XoPı> FıPo5 FoPo — FıPı 


existiert. Das ist also auch vor der Ausführung der Transformationen 
der Fall. 


d. Das Maximalgewicht der umfassenden Gruppe ist 2. 
Eine Transformation vom Gewicht 1 setzt sich aus 


LsPı, FKıPa; FoPs,;, FHıfı, Pr, FsP; 


zusammen. Wir wollen den Koeffizienten von x,;p, mit a,, bezeichnen 
und annehmen, die Transformation kommt in der Gruppe vor. Dann 
muß sie mit X, einen verschwindenden Klammerausdruck liefern. Dieser 
lautet aber 


Ay CoPı + AgalzPg — 203 03Pg — AzgKoPr- 
Es muß also sein i 
Ay = Ag Ay 205: 


Die Transformation setzt sich folglich zusammen aus 


rn N ee a 
und lautet: 


T, = a(z3P, + 22493) + b(X0P; + 294) + 0%, + dayp;. 


Kombiniert man 7, mit X_,, so kommt: 


T_,= a(2,P, + 283Po), DIR DE 4 Kon) + 0,0: — daD 


*) Hierauf hat mich Herr Professor Kowalewski aufmerksam gemacht. 


EEE Sr ae 
Der Klammerausdruck (T,T_,) liefert 
T, = 2ab(2,P, + &Pı + %P3) + (cd — 3ab) (x,P, + 2,P,) — 2cdz,p,. 
Benutzt man dieses 7, zu einer Gewichtsbelegung, so hat 


X, = %P, + 22,9, das Gewicht cd— Dab, 


Y, = %p, + XP ” „ dab — cd, 
2 Roh „ 2) 3(lab — cd), 
R, - X3P; „ ” 3 (cd 2% ab) ; 


Wären diese Gewichte alle verschieden, so kämen 
DREI CANNER, 
selbständig in der Gruppe vor. Sie liefern die Klammerausdrücke 
(aX,, bY,) = ab(23P, — &Pı — 2% P3), 
(aX,, eZ,) = — 2aca,p,, 


(bY,, dR,) = bda,p;, 
(cZ,, dR,) TREURTE cd2zP;; 


die vom Gewicht 2 sind. Kombiniert man diese mit den 
mol ,ncz,vdh,, 
so muß überall O0 herauskommen. Das liefert: 
ae vach=Vd, cat. 


Da im Falle ab =0, cd—=0 die zu T, gehörigen Gewichte alle ver- 
schwinden, so ist sicher cd +0, folglich 


le 
Es kommen also in der Gruppe 

2.9, und 2,D% 
selbständig vor. Ebenso kommen (vgl. T_,) 

7,9, und 2,9, 


vor. Wir haben also z. B. die dreigliedrige Untergruppe 


XP5 5 %sPı, FıPı — WPD; - 


Dieser Fall ist aber schon erledigt. Wir dürfen demnach annehmen, daß 
unter den Gewichten, die 7, liefert, wenigstens zwei gleiche sind. 


Entweder ıst nun 


cd =dDab 
oder 

ab=cäd 
oder 

ab=— cd 
oder 

= 200: 


Finden zwei dieser Gleichungen auf einmal statt, so it ,=0. 
Dieser Fall tritt ein, wenn ab=0O und gleichzeitig cd=0 ist. Wir wollen zu- 
nächst annehmen, daß dieser Fall nicht eintritt, d. h. daß eine der obigen 
Gleichungen besteht, aber ab und cd beide von Null verschieden sind. 

Wenn die erste Gleichung stattfindet, liefert 7, für X, Y, Z, &ı 
die Gewichte 0, 0, 12ab, — 12ab. Es kommen also 


| A,+tPßY,, Z, R 
selbständig vor. Aus ihnen können wir 


AX,+ßY)tuZ+vR, 
so zusammensetzen, dab 
a=ı, vb AB, Ce 


keine der obigen Gleichungen erfüllen. Wir müssen A, u, v so 
wählen, dab 

uv—52B+0, uv—AB+O, 

uv+Aß+0, uv — 2A BO 
ist. 

Sind A, u, v homogene Punktkoordinaten, so sind dies vier Kegel- 
schnitte. Der Punkt (A, u, v) muß also so gewählt werden, daß er auf 
keinem dieser Kegelschnitte liegt. 

Wenn ab = cd ist, so haben 

t X, I A, 

die Gewichte 

—4ab, 4ab, 0, ©. 

Es kommen jetzt 
X, I} Z, iG IR, 
selbständig vor. Bei passender Wahl von A, u, v erhalten wir eine 
Transformation 
AX, tu, +v(Zz +08), 
bei welcher 
Bel Oele u ei 
ist und keine der Gleichungen 
ed =Dbab, vab ed, ab cd, 
2ab—= cd 

erfüllt ist. 


EEE FETIE) 7, sn 


Im Falle cd—2ab kommen selbständig vor die zwei 
formationen | 


X, t+yZ ud Y+6R, Ferro 


Day= = und — ist, so hat. man 


b 
Por 2 
Indem wir ein passendes Ax, statt x, einführen, können wir 


= 2 
machen. Dann wird 
a L 


> 
also 


X, +94 =D, + 202 + %Pı 
Y,+oR, = %P: + %Pı + 283P;5- 
Ihre Klammerausdrücke mit X_, lauten: 
%,P, + 2039, + %P5, 
%P3 + %P, + 22,9, . 
Jetzt haben wir in der Gruppe u. a. die Transformationen 
CoPı + 2UPg + %3Pı, LPs + %Pı + 2%; , 
2%Po + KoPı + XuPs, %Pı 2: + %Pı- 
Wir bilden aus ihnen die linearen Verbindungen 
LP, + 289 + %Ppı + 21093 + %Pı + 2%P;); 
222,9, + 2ahı + u) # %Pi + 20,9, + %,P,- 
Sie lassen sich auch schreiben 
Xp + 28,9: +95) + (& + 27,)pı + 42ıB; 
LDı + 2% P2 + P3) +. + 2%,)P, + 42,99. 
Wenden wir die Transformationen 


’ [4 
= % 1, =4, 


an, so ist 


‚ ‚ — 99 +2P: 
Der D0y .Pı = Pı» Pa = S 2, 
m-PIB, n=p, DH, 
also 
PMTtP =P;:- 


Trans- 


Die obigen infinitesimalen Transformationen gehen daher (nach Fort- 
lassung der Striche) in folgende über: | 
LP + 22,P5 + 30P, + 42,P,, 
%Py + 224P3 + 9%5pı + 4, P9: 


Ersetzen wir noch @,, X, 5, %, .% durch 2), 8, Su, 
durch &,, so haben wir die beim „ersten Fall“ betrachtete dreigliedrige 
Gruppe, also einen schon erledigten Fall. 
Es bleibt noch zu betrachten die Möglichkeit ab = — cd (ab-+0). 
Dann sind die Gewichte von 
An Y» 2; R, 
— bab, 6bab, Gab, — 6ab. 


Es kommen also selbständig vor 


aX, +dR, bY, +cZ 


oder, wenn man 


setzt, so daß wegen ab = — cd 
v=—l1 


1st, 


X, +ödR, YıHtyz. 


Indem wir ein passendes Az, statt x, einführen, können wir ö0=1 
machen. Dann ist „y—=—1, und die Transformationen X, +0OR, 
Y, +YZ, lauten: 

LP, + 204Pg + %5P5 


XP; T Pr — Vs Pr- 
Kombiniert man sie mit X_,, so ergeben sich (vgl. den Ausdruck 


für T_, auf Seite 56) 
%Pı + 23%, — ZuP; , 


&Pz3 + %Pı + %P5- 


Schreibt man diese vier Transformationen in der folgenden Weise 


(9 +9) + 2%4P 
DoPz + (&ı — %)P4 » 
(Pı —P5) + 289, 
(& + %)P; + 24; 
so werden sie durch die Transformation 4 = a, +2,, @,= x, — 2, in die 
folgenden übergeführt 
XP t Pe, XP: T %aPı; 
XP; + X Pr, %sPo T KuP;- 


NEE A 
X, und X_, nehmen folgende Gestalt an 


(PL + Ps) + (a + %)Pa + %3P4, 
Dee (& + %)Po + %(Pı + P5) + uPz- 
(Ps + &3Pı, Pr + ıP2) = UP — %sPy +; — ap, 
zu einer Gewichtsbelegung, so zerfallen die beiden letzten Trans- 


formationen in 


LoPı + pP: und 2,95 + #92 + %Pı 
bzw. ın 


%Dg + %P, und %P, + #Pı + XıPs: 


Füst man noch die Klammerausdrücke 


(LPs + %5Pı, Po + XuP5) = %Po — EP 4 8a; — CuPs 
un 


(2oPs + & Pa + 23P4, %Do + %aPı + XıP5) 
= Po — %Ps T XıPı — FoPg + F3P3 — UP 


hinzu, so hat man eine 11-gliedrige Gruppe, die (mit anderen Indizes) 
schon früher vorgekommen ist (Fall V, 2, Seite 36). 

Wir kommen also stets auf einen schon erledigten Fall, wenn wir 
annehmen, daß das zu einem 7, gehörige 7, den mit X, Y,, Z, £ı 
bezeichneten Ausdrücken nicht lauter verschwindende Gewichte beilest. 

Wir müssen noch untersuchen, was in dem anderen Falle 


Ebel cd il 
geschieht. 
Eine Transformation 7, vom Gewicht 2 enthält, vereinfacht mit X,, 


die Glieder 
XPa> #5Pa, . XsPı> FoP;: 


Kombiniert man mit X,, so kommt x,P, [4], wenn nicht ın 7, z,9, 
schon fehlte. 7, enthält also nur 


XPg, Pr, KoPs > 
T, — P%Pg + 9%P, + O&P; - 
Kombiniert man mit 
T=-uaX, +bY, +2 +dh, 
so muß O0 herauskommen, weil das Resultat das Gewicht 3 hat, und das 
Maximalgewieht 2 ist. (7, 7,) liefert also, gleich Null gesetzt: 


Bda—2ya=0, de yb=VU. 


Bei der umfassenden Gruppe darf &,-—= x, = 0 nicht in Ruhe bleiben, 
p, oder p, muß daher mit etwas von %,, %, %9, %, behaftet sein. Man 
kann immer bewirken, daß », es ist. Durch Kombinieren mit X_, kann 


man erreichen, daß x, zu 9, kommt, wenn &, nicht dasteht. Dann ist 
die Transformation ein T_, mit b=+0. Steht bei p, das x,, so haben 
wir en 7, mit c#+0. Es ist also sicher ein 7, vorhanden mit 
b,c#0,0. 

Da u = =%=% 0 nicht invyariant bleiben darf, muß es’eine 
Transformation geben, bei der z, oder x, mit einem der »,, Pı, Pa, Ps 
multipliziert ist. Durch Kombinieren mit X_, Können wir, wenn etwas 
von 24; Py Ps bei &, steht, erreichen, daß p, bei &, steht. Dann haben 
wir en 7, mit «+0. Steht 92, bei &,, so haben wir ein 7, mit 
d=+0. Es gibt also sicher ein 7, mit a, d+0, 0, folglich auch ein 7, 
mit , d+#0,0 und 5, c=+=0(,0. Ist.nun 0=(, so mubmazererr 
Folglich ist (wegen c-d=0)ce=0, also (wegen bb c+#0,0)b-+0. Ist 
a=+0, so hat man b=0, c+#0, d=(0. Wir haben also die beiden 
Fälle: 

a0, ad, ed, Kat 
und 


a+0, db=0, cl, d=d. 


Entweder sind alle 7, so beschaffen, dd a =c=0,b=+0, d-+#0 
ist, oder bei allen hat man a#0, c+0, b=d=0. 

Da &, nicht invariant bleiben darf, so muß es eine Transformation 
geben, bei der », mit einem der %&,, %, &s, %, X, vorkommt. Im Falle 


Va Ge En pe 0, 


kann (wegen d=0)x, nicht bei 9, stehen, ebenso auch x, nicht (vgl. 
den Ausdruck 7_, auf Seite 56). Es bleiben also nur &,, &%, &%. Durch 
Kombinieren mit X, kann man erreichen, daß x, bei p, steht. Dann 
haben wir ein 7, mit d+0. Nun müssen aber die Gleichungen 


ßda—-2ya=V, dc—yb=0 
erfüllt sein, die sich hier auf 
vn VN OL) 


reduzieren. Dad+0 und c-+0 ist, sind wir auf einen Widerspruch 
gekommen. 
Wenn wir den anderen Fall: 


a 0,1 bed am 0,2 der 


haben, so benutzen wir, daß der Punkt u =z, =, =, =, = Omniht 
in Ruhe bleiben darf. Es muß also «, mit einem der 9, Pı Par P3, Pı 
multipliziert in der Gruppe vorkommen. Wegen c=0 kann es nicht 
mit 9, oder 9, multipliziert sein, wie die Ausdrücke 7, und 7, 
zeigen. Es bleiben also nur 92,, 21; P,, und man kann erreichen, daß 


LT 


gerade Dos ZW HR, kommt, Dann haben wir ein 7, mit #0. Die 


Glarenungen 
Bd—2ya=0, de—yb=0O 


reduzieren sich auf 
Dorn ab—0r 


a B#+0, d+O0 ist, so sind wir wieder auf einen Widerspruch ge- 
kommen. 


Achter Fall. 
Die dreigliedrige Gruppe lautet: 


N eo, + %P; 
A = 2Po tr Als 
A zeı uN E%60 —-D,. 


Die Gewichtstabelle ist folgende: 


| en] a 
| ı a 1 m Do 9 
2 |. - N eo | 0 


Wir betrachten zuerst die Transformationen vom Gewicht O0, die in der 
umfassenden Gruppe vorhanden sind. Eine solche hat die Form: 


0,2 4,5 


N - Da un I,Pu id +2 Cuv&yPu ö 


MV u,V 


Kombiniert man sie mit X,, so kommt 


e Dass nn. | GuyXyPu+i1° 


Diese Transformation kombinieren wir mit X_, und erhalten: 


B u, +1 Da | Aus %,+1Purı 7 E Ba Pu Nun aD 


oder nach Vereinfachung mit Ri 


1n-\ en > m dur y+1Pu+1 > Cuy%yPu 
MV 


u, v 
An Stelle von 7, und 7, nehmen wir 


ART Di und... We BE, 


— 64 — 


also 

0,2 48 

% are ® ur D, a2 Lu Par) ar > Yarl,Dus 
u, v u,v 
0,2 

Ww, ni > | Bu,(&,Pu Gi EN x 
u,v 

Hier ist 


Guy — Dun Br nn 
Dr F=,, Gun nr 0, 


Ya DIE 


un 
Wir brauchen nur solche Transformationen vom Gewicht 0 zu betrachten, 
die die Form V, oder W, haben. 

Kombiniert man Y, mit X, oder X_,, so kommt Null heraus. 
Kombiniert man aber W, mit X, und X_,, so erhält man 


0,2 
3 

T, - > P.,%,Purı> 
u,’ 


0,2 


TI; or 3 BuvkrrıD, f 
u,v 


Kombiniert man 7, mit X_, und 7_, mit X,, so findet man W,. Es 
gibt also vom Gewicht 2 und auch vom Gewicht (— 2) ebensoviele 
Transformationen wie von der Form W,. 


Die Ausdrücke 
0,2 0,2 
(1) } KR > BurlDus 
u, v u,v 
die zu den verschiedenen V,, W, gehören, bilden eine Gruppe I’ in &,, %. 
. . . . . &c B 
Man kann sie als eine projektive Gruppe in — betrachten oder als eine 
2 


projektive Gruppe auf einer Geraden. Läßt sie einen Punkt invariant, 
so können wir erreichen, daß er durch x,= 0 dargestellt wird. Dann 
steht in I’ bei 9, nur &,. In den V,, W, steht daher bei p, nur &,, bei 
p, nur %,, d.h. es bleibt (wie bei X,, X_,) 


Ze) 
invarlant. | 
Jede Transformation vom Gewicht 1 hat die Form: 


T,=(a,2, +4, %;)Pı + (b,2, + 65%5)Pg + (Ay&o + % %o)Pı + (BdoXo + DaXe)P;- 
Kombiniert man mit X_,, so entsteht eine vom Gewicht (— 1): 
T_,—(a,%, + %%)P, + (&,, en bu %)Ps — (Ay + 9%)P, (b,%, + 6525)P;, 


aus der durch Kombinieren mit X, wieder 7, hervorgeht. Die Trans- 


ar 


formationen vom Gewicht 1 und (— 1) entsprechen sich eindeutig. Es 
seien 7,, 7, irgend zwei Transformationen vom Gewicht 1, die in der 
Gruppe vorkommen, T_,;, T_, die entsprechenden vom Gewicht (— 1). 
T, habe die Koeffizienten a, b und 7\ die Koeffizienten a’, b’. Läßt T 
wirklich den Punkt z©,=0 in Ruhe, so müssen 7, und 77, einen 
Klammerausdruck geben, wo bei p, nur x, steht. Es ist daher 


T,(a,%, + 9,2%) = 0%, 
d. h. 7, angewandt auf a,2, +.a,x, gibt ox,. Kombiniert man 77 mit 
V,, so erhält man eine Transformation vom Gewicht 1, wo bei », der 
Ausdruck 
Volaynı + a5) — (Art, + 9%) 

‚steht. Bei der Bildung von (7, V,) muß man darauf achten, daß in V, 
bei p, nur x, steht und daher bei Einwirkung von 7, auf V, der 
Koeffizient von », durch », garnicht berührt wird. Sind nun 77 (mit 
den Koeffizienten «a, 5), 7) (mit a”, b”),... die sämtlichen Trans- 
formationen vom Gewicht 1 (darunter auch 7,), die in der Gruppe vor- 
kommen, so haben wir 


Volazzı +) = ou +) +, +) +. 
Ebenso ist 
Wlan, + 4%) = an, +) to ta) + 
Man sieht, daß das Gleichungssystem: 
Bier tan =l,...:, 


welches man erhält, wenn man in der ganzen Gruppe alle Koeffizienten 
von p, und », gleich Null setzt, bei der Gruppe invariant bleibt. Da 
dies nicht sein soll, so darf die Gruppe I’ keinen Punkt in Ruhe lassen, 


. . . . . . %c . 
sie muß die allgemeine projektive Gruppe in — sein. 
2 


Unter den Ausdrücken 


0,2 


0,2 
KuyKrPu und DB... 
u, v 4, v 
gibt es also drei unabhängige von der Form 


&%oPa + PXPo + Yo — %aP3). 


Wie viele unabhängige von dieser Form gehören zu den W, und 
wie viele zu den V,? Wenn es bei den W, nur einen gäbe, müßte es 
bei den V, zwei geben. Kombiniert man aber ein W, mit einem V,, 
so kommt ein W, heraus. Es müßte folglich ein W, mit zwei ver- 
schiedenen V, Klammerausdrücke geben, die sich von demselben W, nur 
um einen Faktor unterscheiden. Das widerspricht der Tatsache, daß 


die Gruppe 
5 


BE 
XoPg, *XaPo» FoPo — FaPa 


drei verschiedene Klammerausdrücke liefert. Der Fall, daß es bei den 


W, nur einen Ausdruck > B,,2,P, von der Form 


A, v 
&XPo + BXaPo + P(&yPo — TaPs) 


gibt, ist also unmöglich. Nehmen wir an, daß bei den W, nur zwei 


unabhängige Ausdrücke von dieser Form zu finden sind. Dann gibt es 
0,2 


unter den Ausdrücken >". &u,%,P, einen, der auch diese Form hat und 
u, v 

von den beiden vorigen unabhängig ist. Kombiniert man ihn mit den 

beiden, so müssen lincare Verbindungen von ihnen herauskommen. 


Der Ausdruck Sau x,p, läßt sich entweder in x,9, oder in 


LEoDg — Lade überführen, weil dies die einzigen Typen von infinitesimalen 
Transformationen in der Gruppe 


LoPg5 FKoPo; FoPo — FaPa 


sind. Wenn man aber %,9, mit den zwei von ihm und untereinander 
unabhängigen Ausdrücken 
UoPo — %aPz T &XpPs , 
12 
UgPo t & XgPs 


kombiniert, so kommt 2,99, LoPg — %sP,. Wir ee also die ganze 


u, v 
überführen lassen. Die beiden zu den W, gehörigen Ausdrücke lauten 
dann 


%Pg + YlRoPo — %eP3) , 
Po + Y(&oPo— XeP3) , 
und durch Kombinieren mit 2,9, — %P, findet man #,P5, %P, selbst. 
Also isty=y=0, 
W, — %opg — XP; , 
W = 2,9, — APı 
und 
(WW) = Vo = (Po — XePe) + (LıPpı — %P,). 
Gäbe es außer diesem Y, noch ein anderes V,, so könnten wir es 
so schreiben: 


UXPg + PXgPo + YlXoPo + 2eP3) Fe: 
+ «2,93 + Bx3pı + YlRıPı + 23P3) + Yan Da- 


u,v 


a a 
Kombiniert man es mit W, und W,, so kommt 
P(XoPo — 1aP3) — BlXıPı — %5P3); 
&ldPg — IgPa) — AR Pı — %3P3); 
also ist «= ß=0, und wir haben 


4,5 
Y(&CoPo + ZıPı + %aPa + 25) + > YırlaPu: 


u,v 


0,2 
e. F ®; 
Gäbe es drei Transformationen W,, zu denen Ausdrücke ey ‚2, 


u, v 
von der Form 
&EoPg + BXaPo + Y(koPo — Pas) 


gehören, die unabhängig sind, so gäbe es auch ein W,, welches so lautet: 


(EoPo — XaPa) — (ÜıPpı — %P5)- 
In bezug auf dieses zerfallen aber X, und X_,, und wir kommen auf 
einen erledigten Fall (2,9, Po LoPo — ZıPı)- 
Demnach haben wir nur folgende zwei Möglichkeiten: 
1. außer X, gibt es kein W,, 
2. außer X, gibt es 
W,= &Pg — &Ps; 
W, = 1,9, — 43Pı ; | 
aber kein anderes W,. Von Transformationen V, gibt es 


V, = (RP — %P5) + (&Pı — %3Ps) 
und nur noch solehe von der Form 
4,5 
YlXoPo + %ıPı + Pe + %sP5) + = VYurrPu 


u,v 


Im ersten Fall gibt es drei Transformationen V,, die so lauten: 


Vy = AP + 40; + Bo, 
Va = %Po + %sPpı + Ro, 
V, = Po — EePg + %ıPı — XP; + Bo- 
Ro; Ro, % sind Ausdrücke von der Form 
4,5 


YuvXrPu° 
u, v 

An Transformationen vom Gewicht 0 gibt es nur noch X, und Trans- 
formationen von der Form 


4,5 
Y(&oPo + &ıPı 4 %aPz + %sP5) + 8 VYurloPu' 


u,v 


BRETT 
Wenn diese Transformationen eine Gleichung 
ut Gt — 0 (4, % +0, 0) 
invariant ließen, so könnten wir erreichen, daß die invariante Gleichung 
=) 
laute. Es kommt dann das Glied x,p, nirgends vor. Die Glieder mit 
Pı, P, setzen sich aus 
ViPs, 2uPı — RP, LuPı T %5P; 
zusammen. Ersetzt man V,, Vo, Vg durch ihre Klammerausdrücke, so 
kommt in R,, Ru, Ro nur noch x,p, vor. Ersetzt man V,, V), V5 noch 
einmal durch ihre Klammerausdrücke, so sind R,, X, R, ganz heraus- 
geschafft. Wir haben also 
Vo = Hg + Ps, 
V, = 2Py + Pr; 
V, = %Pg — %Pe + %Pı — BsP5 
Die allgemeinste Transformation vom Gewicht 1 lautet: 
T, = (0,2, 4 9%,)pı + (by%, + ds%)P5 + (ot Az%z)Ppı+ (boXo + B223)P5- 
Die zerfällt vermöge V,) in 
(Q,%, + %%)Pı + (asp, + b1P5)% , 
(by0, + d525)P; + (WoPı + BoP;)%o - 
Dureh Kombinieren mit V, und V, ergeben sich 
(b,0, + ,%)Pı — (AoPı + BoPs)% ; 
(0,8, 4 9,25)P; — (AP, + BP) Ro - 


Da bei den Transformationen vom Gewicht 0 z,= 0 invariant bleibt, 
ebenso bei X,, X_,, so dürfen a,, a, nicht immer beide Null sein. Es 
gibt also zwei Transformationen vom Gewicht 1, die so lauten: 


L, = 20Pı + @&0p, + (B&ı + Y%) Ps, 
M,—= (VL) = %Pı + @2p, — (Pr, + Y%)Pı- 
Wenn a, und b, immer gleich Null wären, so bliebe 
Huth ==) 
invarlant. Es gibt also auch zwei Transformationen vom Gewicht 1: 
N = 29, +A2,p, + %3(0Pp, + 09), 
PR = (NP) = %P; + ARıPz — %o(0Pı + 6B;). 
Man kann die Zahlen a, b so wählen, daß in 


aL,+bP, 


BERG 2, 


2;P; und x,p, Koeffizienten, die von Null verschieden sind, haben. Durch 
Einführung eines Ax, statt x, können wir bewirken, daß die Trans- 


formation lautet: 
EolPpı tar.) FP + Ph): 


Kombiniert man sie mit V,, so kommt 


m, + BR) —Pı (+ Bi): 


Diese beiden liefern mit X_;: 


up, + @P;) — Pa (2 DE), 
%(Pıt+ &P5) + Pol&s + Bar). 
Führt man x, + ßx, als neues x, ein, so wird ß=0. Wird gleich- 
zeitig auch «= 0, so haben wir 
XP + %sPs , 
UP — Ps , 
XPı — WPı ) 
XP + %sPo- 
Da x, = 0 nicht invariant bleiben darf, muß es in der Gruppe eine Trans- 
formation 7 geben, bei der p, mit einem der %,, Xp &%s, %s, %, behaftet 
ist. Ist diese Transformation vom Gewicht (— 1), so erreicht man durch 
. Kombinieren mit X,, daß sie vom Gewicht 1 ist. Ist sie vom Gewicht 0, 
so braucht man nur mit x,P, + 2,P,; zu kombinieren, um x, zu p, zu 
bringen. Wir können also annehmen, daß sie das Gewicht 1 hat. Dann 
ist D5, d& #0, 0. Es kommen also (nach Vereinfachung mit 2,Pı + X, P5, 
%P4 — %P,) In der Gruppe vor 
Lo; + (Ar, + uR;)P5 


und ihre Kombination mit V(: 
XD, — (A, + W3;)Pr- 


Der Klammerausdruck von 2,9; + (Ax, + u2,)p; mit 23P, + 2,P, zeigt, 
daß u=0 ist, denn die Transformationen vom Gewicht OÖ sollen «, = 0 
invariant lassen. Er lautet also 


VoPo — UP; T A(&,P, — %;P5) 


und würde V, und V, zum Zerfallen®) bringen, wenn nicht 4=1 wäre. 
Wir haben also in der Gruppe 


XP; + %ıP3 5 XP; — %uPı 


*, Dann kämen wir auf den erledigten Fall: 


KoPg 3 XaPor %oPo — KaPz- 


STERN 
und finden durch Kombination dieser beiden mit X_, noch 


Ps — %Po, %3P; + %uPo- 
Aus X,, X_, und 
XP t %Pz, XP, + Fade 


können wir aber zusammensetzen 


(@4Po + %oPı) + (XyPs + XsP3) 
(%Ps + 593) + (Po + XoP4): 
Machen wir die Transformation 
mil I, In Bo 2 
a 
(also 
m=Pı, P—2Pr, P—Ps, 
BP, MP, B—2M), 
so gehen die obigen Ausdrücke über in folgende: 
(op, + 22,93) + (ap, + 20,P,), 
Bam + ap) + Auipst+ &P})- 
Fügt man noch ihren Klammerausdruck 
(EPo — 2eP5) + (3; — 2,95) 
hinzu, so hat man eine bereits erledigte dreigliedrige Gruppe. 
Betrachten wir jetzt wieder die Transformationen 


XP + ap) +9, + Pay), 
(Pt ap) Pe + Ba), 
(9, + ap) 9% + Pa), 
XP + am) + Pol + Br) 
und nehmen an, daß durch die Transformation 
ll, = + Pa, 
zwar ß, aber nicht « herausgeschafft wird, dann haben wir noch die 


Transformationen: 
ToPı + AP) + %P5, 


%,(pı + ep) X,P9 5 
1ulhı + an) - P,, 
nlPı + ap) F R0- 


Die erste und letzte von ıhnen nehmen durch die Transformation 


(« +0) 


2, =D IN ak, 
P,=Pı + ep, nt an, 


Ne 

die Form an: | 
XP; tF RXP5 , 
XP; + &X,Py 


& 7 
oder, wenn man noch , = — x, setzt: 


XP + 24, Ps 
ZUPo + XP; - 


Wir kommen also auf eine dreigliedrige Untergruppe vom Typus: 


KoPı + 2% Pa, 2% Po + %aPı, %oPo — XaPs ; 
d. h. auf den dritten Fall. 


Bis jetzt haben wir angenommen, daß die Transformationen vom 
Gewicht O bei p, nur x, haben. Jetzt nehmen wir an, daß sie das nicht 
tun. Gäbe es eine Transformation von der Form 


PR Po tt EP) + Amp, + up, + vlaıpı — %P5), 

(Ay, v0, 0, 0), 
so würde man durch Klammeroperationen 2,95, %5P4, %ıPı — %5P, selbst 
herstellen können. Denn die Bestandteile mit p,, P; die zu den einzelnen 
Transformationen vom Gewicht O0 gehören, bilden eine Gruppe, die sicher 
V4P5, #%5Pa, KaPa — %Ps 
enthält. Sonst könnte man erreichen, daß x,=0 bei ihnen invariant 
bleibt. 

Wenn wir nicht die Untergruppe %,9,, XP4, ZPı — %sP;, also einen 
erledigten Fall, haben wollen, so müssen wir annehmen, daß R,, Ru, 
unabhängige Ausdrücke von der Form 

ARD, + URPpı + v(RıPı — %P5) 


sind, die die Klammerrelationen 
(RoRo) — RB, (BRR,)=—-2R,, (Bo Ro)=2R, 


erfüllen. Dann läßt sich aber durch eine lineare Transformation in &,, %, 
erreichen, daß 
’ „ = 
RBo= 29, Bo Pi, Ro = Pr — %Ps 
wird. Wir haben also 


Vu, =%Ps + %P3 + XP; » 
Vs = %Pg + %Pı + %Pı, 
Vo = u — Pa + Pi aß; FM — BP; - 


Der Fall einer solehen dreigliedrigen Untergruppe wird in der nächsten 
Nummer erledigt werden. 


BI oe 
Es bleibt noch zu untersuchen, was geschieht, wenn in unserer 
Gruppe die Transformationen 
W,— %Pz — Ps; 


Ww = IoPo — FaPı > 
Cie; W,;) = %Po — %aPg + %ıPı — %sP3 


vorkommen. 
Dann ist aber 


(Wy, X) = 2% P; 
(X_3, Wi) = 22399: 


Wir haben also die Untergruppe 
%Pz3 > XsPo, FoPo — W3P5 ) 
die schon erledigt ist. 
Neunter Fall. 
Hier handelt es sich um die dreigliedrige Gruppe 


% = + %P; + Lu, 
X, HP + 02 
A, = Po I Hip Ft aß — UP; + PD ul;: 


Setzen wir statt: 
Lo, Fa, Lu: Kor Fur 8a 


und statt 
I, La, L: Yo, Yn Ya; 


so haben wir 
% =-Hpt Gh + 9) 
X_,= YoPo + YıPı + YaPa, 
X, = 2 — Yolo + FıPı — Yıdı + %ePa — Yo - 


Den x ist das Gewicht 1, den y das Gewicht — 1 beizulegen (also 
den p:—1 und den q:+1). Es sind bei den infinitesimalen Trans- 
formationen nur die Gewichte 2, 0, — 2 möglich. 

Eine Transformation 7, vom Gewicht OÖ hat die Form 


0,1,2 
T, - 2 (0,,%,P, in DU Lu) x 


u,v 
Kombiniert man sie mit X,, so kommt 


-y 
i > (b, vLyAu 6 Au „2, Qu) £ 
Diese liefert mit X_, 


° ) 
>08, ER Aula) — D(b,,2,P, =E 4,,%,P,) 


oder, mit 7, vereinfacht 
0,1,2 


7, - > (b, v%yPu % u v Y,Qu) 3 


u, v 
Statt 7,, 7) führen wir jetzt ein 


0,1,2 


V, Lo T, r T, 73 3 | Pu Tr Y,4.) , 
Mr 
Or 
, \ 7 
Bars => DENE Nu 
u,v 
wo 
Kur Dun ar ER 
} I ur 2 Dr 
1st. 


Kombiniert man V, mit X,, so kommt Null heraus. Dagegen wird 
(W.X;) = 2 DB..0,4,: 
u,v 


woraus sich durch Kombination mit X_, wieder W, ergibt. Ebenso ist 
KreX Tr.) = Vfundı 
(W,X_ 8) ER DAR 
u,v 
das mit X, wieder W, liefert. Es gibt hiernach ebensoviele Trans- 
formationen vom Gewicht 2 (oder — 2) wie Transformationen W,. 


Wenn bei 


(I) EN, vPrPu> DEEP, ) 


aufgefaßt als Transformationen in %,, &%, %, etwas Ebenes invariant bliebe, 
z.B. x,=0 (oder ,=2, =0), so bliebe bei der ganzen Gruppe 
on=0, „09 (dee = =0, yar-=d) 


invariant. Die Gruppe I’ ist also eine solche Gruppe in &,, &%, %g, die 
nichts Ebenes in Ruhe läßt. Sie ist also, betrachtet als projektive Gruppe 
der Ebene, entweder die dreigliedrige Gruppe eines Kegelschnitts oder 
die achtgliedrige allgemeine projektive Gruppe. 

Auf alle Fälle lassen sich drei infinitisemale 'Transformationen aus- 
wählen, die so aussehen: 


T, — dPı 4 2% Ps + DE, 
1: => 22% ch Vs Pı > Claus 
Tu —D2) + I El 


2 „ m 
> > „= > El? 


IE 


Würden sie keine Gruppe bilden, so gäbe es eine Transformation 


> YarYodi: ( >> u 0) 


die selbständig in der Gruppe vorkommt. Durch fortgesetztes Kom- 
binieren mit den V,, W, erhält man aus ihr entweder die Gruppe 


vlnr 
Y,lu» Yı'a YA, — Yu (& Be. : ) 
oder eine dreigliedrige Gruppe, die (als Gruppe in %,, Y, Y5) nichts 
Ebenes ın Ruhe läßt, folglich mit 
Yht nl, 2Yıl + Yeti, 2Wolo — 929) 


gleichberechtigt ist. Man kommt also auf einen bereits erledigten Fall. 
Bilden 7%, 7), Tü eine Gruppe, so auch 


x G 3 „ I dd 
Cu Ir Lu ? Cu vYr Lu $) CI Iu € 


Diese Gruppe reduziert sich, wenn sie weniger als dreigliedrig ıst, auf 
die Identität. Sie ist also dreigliedrig und, wie die Formeln 
Dh) Da (Dh)=- - 2, s An 00 2 u 
zeigen, einfach. | 
Entweder ist also (nach geeigneter linearer Transformation der y): 


1. T,;, up, + 22,Pg + YoNı 
T, = 22, m + %Pı F Yyı% 


T, = 2(& Po — 33Ps) + oo — Hd 
oder 


1. T, = 1Pı + 22m + Yyı + 2Y% 
T = 22, + oPpı F 2 Go IT u 
T, = 2(809, — %9P:) + 2(Yy% — Yala)- 


Beide Fälle sind aber schon erledigt, jener im „siebenten“, dieser 
im „sechsten“ Fall. 


Zusammenstellung der Resultate. 


Nach den obigen Untersuchungen können wir folgenden Satz auf- 
stellen : | 

Wenn eine projektive Gruppe des R, nichts Ebenes invariant läßt, 
so ist sie mit einer der folgenden Gruppen durch eine projektive Trans- 
formation*) ähnlich: 


*) Die Transformation ist nicht notwendig reell. 


ER 


1. allgemeine projektive Gruppe (35-gliedrig), 

2. Gruppe eines Nullsystems (21-gliedrig), 

3. Gruppe einer nicht ausgearteten 4-dimensionalen Mannigfaltigkeit 
zweiten Grades (15-gliedrig), 

4. eine 11-gliedrige Gruppe, die angibt, wie die Formen p(&,:&, 
0: N: Mg) — EolloNo + 2ıNı + ang) + El@sNo + Fun + 8%) sich ver- 
tauschen, wenn man die & und unabhängig davon die n linear und 
homogen (mit der Determinante 1) transformiert, 

5. eine 8-gliedrige Gruppe, die angibt, wie die Kegelschnitte in einer 
Ebene sich vertauschen, wenn man die Ebene der projektiven Gruppe 
unterwirft, 

6. eine 6-gliedrige Gruppe, die angibt, wie die Formen »(&,:&,, 
No: 91) — EolloNo” + 28 NN + a”) + Sıl&3No° + 284 NoNı + % N”) Sich 
vertauschen, wenn man die & und unabhängig davon die »7 linear und 
homogen (mit der Determinante 1) transformiert, 

7. die 3-gliedrige projektive Gruppe einer Normkurve. 

Hierdurch ist die Bestimmung der primitiven Gruppen des sechs- 
dimensionalen Raumes wesentlich erleichtert. Da nämlich Herr Prof. 
Kowalewski schon alle primitiven Transformationsgruppen in sechs 
'Veränderlichen bestimmt hat, die ein System von Pfaffschen Gleichungen 
invariant lassen (vgl. seine Arbeit über Systeme von Pfaffschen 
Gleichungen mit einer primitiven Transformationsgruppe, Leipziger 
Berichte 1899, Seite 265—295), so hat man, um alle primitiven Gruppen 
in sechs Veränderlichen zu finden, nur noch die Gruppen zu ermitteln, 
bei denen die Linienelemente durch einen festgehaltenen Punkt von all- 
gemeiner Lage durch eine der hier gefundenen sieben Gruppen trans- 
formiert werden, und auch von diesen sieben Fällen sind mehrere schon 
durch Lies Untersuchungen über die primitiven Gruppen in n Ver- 
änderlichen erledigt. 


Ich, Max Hermann Apfelstedt, ev.-luth. Konfession, bin am 21. Juni 
1881 als Sohn des Oberpfarrers und Konsistorialrats Max Apfelstedt 
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